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 דיפרנציאביליות

 תזכורת )כלל השרשרת(

𝐸יהיו  ⊆ ℝ𝑛, 𝑁 ⊆ ℝ𝑚 .פתוחות 

:𝑔תהי  𝐸 → 𝑁  דיפרנציאבילית ב- 𝑥0 ∈ 𝐸. 

:𝑓תהי  𝑁 → ℝ𝑘  דיפרנציאבילית ב- 𝑦0 = 𝑔(𝑥0) ∈ 𝑁. 

 אז:

𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) 

 ומתקיים: 𝑥0 -דיפרנציאבילית ב 

𝐹′(𝑥0) = 𝑓′(𝑦0)(𝑔′(𝑥0)) 

 הערה

𝑘אם במשפט הקודם  =  , אז:1

grad𝐹(𝑥0) = grad𝑓(𝑥0) ⋅ (
grad𝑔1(𝑥0)

⋮
grad𝑔𝑚(𝑥0)

) 

1, לכל לכן ≤ 𝑖 ≤ 𝑛: 

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) = ∑
𝜕𝑓

𝜕𝑦𝑗

(𝑦0)
𝜕𝑔𝑗

𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) 

𝑚

𝑗=1

 

∎ 

 דוגמה

 לדיפרנציאביליות במשפט הכרחית. הדרישה

 גדיר:נ

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ {

𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
 ,   (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

 
0 ,                (𝑥, 𝑦) = (0,0)

 

 נגדיר:
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𝑔(𝑡) ≔ (𝑡, 𝑡) 

 מתקיים:

𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑔(𝑡))
   

 =
1

2
𝑡

 

 מתקיים:

grad𝐹(0) =
1

2
 

 מתקיים:

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0) = 0
   

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0) = 0

 

 :לכן

grad𝑓(0,0) = (0 0) 

 לכן:

grad𝐹(0) ≠ grad𝑓(0,0) ⋅ grad𝑔(0) 

 לכן, לא ניתן להשתמש בכלל השרשרת.

 הוכח!(.תרגיל: ) (0,0) -אינה דיפרנציאבילית ב  𝑓אכן, 

∎ 
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  נגזרות מסדר גבוה 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

1יהיו  ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛. 

של הנגזרת  𝑥𝑗לפי אם הנגזרת 
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
 , ונסמן:𝑓של  נגזרת חלקית מסדר שניקיימת, נקבל  

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
) ≔

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
 

𝑖אם  = 𝑗, :נסמן 

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖
2 

 :𝒌נגזרת חלקית מסדר באופן דומה, ניתן להגדיר 

𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖1
⋯  𝜕𝑥𝑖𝑘

 

 .נגזרת מעורבתאם כאן קיימים אינדקסים שונים, הנגזרת החלקית נקראת 

 דוגמה

 נגדיר:

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ (𝑥 + 𝑦)𝑒𝑥 

 מתקיים:

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= (𝑥 + 𝑦 + 1)𝑒𝑥

. . .
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑒𝑥

. . .
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
= (𝑥 + 𝑦 + 2)𝑒𝑥
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𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
= 0

. . .
𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 𝑒𝑥

. . .
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 𝑒𝑥

 

 שוות. 2כאן, הנגזרות המעורבות מסדר 

∎ 

 דוגמה

 נגדיר:

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ {
𝑥𝑦 ⋅

𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
 ,   (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

.
0 ,                        (𝑥, 𝑦) = (0,0)

 

 מתקיים:

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(0,0) = −1

. . .
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(0,0) = 1

 

 אינן שוות. 2כאן, הנגזרות החלקיות מסדר 

 )שוורץ( משפט

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

𝑥0תהי  ∈ 𝐸. 

1יהיו  ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛. 

 , וכי בסביבה זו קיימות הנגזרות החלקיות:𝑥0מוגדרת בסביבת הנקודה  𝑓ניח כי נ

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
,

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
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אם 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
אז הנגזרת  ,𝑥0 -רציפה ב  

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
(𝑥0) קיים:קיימת, ומת 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(𝑥0) =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(𝑥0) 

 וכחהה

:𝑓נניח כי  ℝ2 → ℝ:כי קיימות הנגזרות החלקיות , 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
,

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

 וכי נגזרת החלקית:

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

,𝑥0) -רציפה ב  𝑦0). 

 דיר:נג

𝑄(ℎ) ≔

𝜕𝑓
𝜕𝑦

(𝑥0 + ℎ, 𝑦) −
𝜕𝑓
𝜕𝑦

(𝑥0, 𝑦0)

ℎ   

𝜑𝜇(𝑥) ≔
𝑓(𝑥, 𝑦0 + 𝜇) − 𝑓(𝑥, 𝑦0)

𝜇
   

𝑄∗(ℎ, 𝜇) ≔
𝜑𝜇(𝑥0 + ℎ) − 𝜑𝜇(𝑥0)

ℎ

 

 עפ"י משפט לגרנז':

𝑄∗(ℎ, 𝜇) =
𝑑𝜑𝜇

𝑑𝑥
(𝑥0 + 𝜗1ℎ)

   

 =

𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑥0 + 𝜗1ℎ, 𝑦0 + 𝜇) −
𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑥0 + 𝜗1ℎ, 𝑦0)

𝜇
   

 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥0 + 𝜗1ℎ, 𝑦0 + 𝜗2𝜇)

 

 כאשר:

0 < 𝜗1, 𝜗2 < 1 

0יהי  < 𝜀. 
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𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
,𝑥0) -רציפה ב   𝑦0) 0קיים , לכן < 𝛿  כך שלכלℎ, 𝜇 :כך ש 

0 < |ℎ|, |𝜇| < 𝛿 

 מתקיים:

|𝑄∗(ℎ, 𝜇) −
𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)| < 𝜀 

0כך ש:  ℎיהי  < |ℎ| < 𝛿. 

 מתקיים:

lim
𝜇→0

𝑄∗(ℎ, 𝜇) = 𝑄(ℎ) 

 לכן:

|𝑄(ℎ) −
𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)| < 𝜀 

 מתקיים:

lim
ℎ→0

𝑄(ℎ) =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) 

 לכן, הנגזרת:

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) 

 קיימת, ומתקיים:

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) 

∎ 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

𝑘יהי  ∈ ℕ. 
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𝑓נאמר ש:  ∈ 𝒞𝑘(𝐸)  אם ל– 𝑓  החלקיות עד סדר קיימות כל הנגזרות𝑘, .והן פונקציות רציפות 

𝒞(𝐸)  היא קבוצת הפונקציות הרציפות על𝐸. 

 משפט

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

𝑘יהי  ∈ ℕ. 

𝑓אם  ∈ 𝒞𝑘(𝐸) אז כל הנגזרות המעורבות של ,𝑓  מסדר𝑘 .שוות 

∎ 
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 נוסחת טיילור

 תזכורת

:𝑓תהי  ℝ → ℝ  גזירה𝑚 נקודה פעמים ב𝑥0. 

 ידי:-מוגדר על 𝑚מסדר  𝑓של פולינום טיילור 

𝒫𝑚(𝑥) ≔ ∑
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝑘

𝑚

𝑘=0

 

 נרשום:

𝑓(𝑥) = 𝒫𝑚(𝑥) + ℛ𝑚(𝑥) 

ℛ𝑚  של  שאריתהנקראת𝒫𝑚. 

 טיילור )בצורת לגרנז'( משפט

:𝑓תהי  ℝ → ℝ  מוגדרת בקטע(𝑎, 𝑏) ברציפות , גזירה𝑚  פעמים בקטע(𝑎, 𝑏) והנגזרת ,𝑓(𝑚+1) 

,𝑎)קיימת בקטע  𝑏). 

 אזי, מתקיים:

ℛ𝑚(𝑥) =
𝑓(𝑚+1)(𝑥0 + 𝜗(𝑥 − 𝑥0))

(𝑚 + 1)!
⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝑚+1 

 :כאשר

0 < 𝜗 < 1 

 משפט טיילור )בצורת פיאנו(

:𝑓תהי  ℝ → ℝ  מוגדרת בקטע(𝑎, 𝑏) גזירה ברציפות ו𝑚  פעמים בקטע(𝑎, 𝑏). 

 אזי, מתקיים:

ℛ𝑚(𝑥) = 𝑟𝑚(𝑥) ⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝑚 

 כאשר:

lim
𝑥→𝑥0

𝑟𝑚(𝑥) = 0 

 הגדרה
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𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

𝑥0תהי  ∈ 𝐸. 

𝑘יהי  ∈ ℕ. 

 ידי:-מוגדר על 𝑘מסדר  𝑥0 -ב  𝑓של הדיפרנציאל 

D(𝑘)𝑓(𝑥0)(ℎ) ≔ ∑
𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖1
⋯  𝜕𝑥𝑖𝑘

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑖1
⋯ ℎ𝑖𝑘

𝑛

𝑖1,⋯,𝑖𝑘=1

 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

𝑥0תהי  ∈ 𝐸. 

𝑚יהי  ∈ ℕ. 

 ידי:-לע מוגדר 𝑚מסדר  𝑓של טיילור  פולינום

𝒫𝑚(𝑥) ≔ ∑
D(𝑘)𝑓(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)

𝑘!

𝑚

𝑘=0

 

 הערה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

𝑓תהי  ∈ 𝒞𝑘(𝐸). 

 :באופן פורמלי, מתקיים אזי,

𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖1
⋯  𝜕𝑥𝑖𝑘

= ∏
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖𝑗

𝑘

𝑗=1

 

 לכן:
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D(𝑘)𝑓(𝑥0)(ℎ) = ∑
𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖1
⋯  𝜕𝑥𝑖𝑘

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑖1
⋯ ℎ𝑖𝑘

𝑛

𝑖1,⋯,𝑖𝑘=1   

 = (∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑖)

𝑘

. . .

. = (d𝑓(𝑥0))
𝑘

  

∎ 


