
 דביר חדד

 2תרגול  – 1אלגברה מופשטת 

 הקדמה לתורת המספרים:

𝑛𝑍טבעי נגדיר את  n: יהי הגדרה = {0, ±𝑛, ±2𝑛, …  .n. אוסף על המספרים השלמים שמתחלקים ב{

,𝑎: עבור הגדרה 𝑏 ∈ ℤ נאמר שa  מחלק אתb  ונכתוב𝑎|𝑏 אם קיים .𝑛 ∈ ℤ כך שna=b . 

∋: המחלק המשותף המקסימלי של הגדרה ℤn,m מסומן ב(Greatest Common Divisor) gcd  או

max{𝑑=(m,n)ומוגדר להיות  gcd(m,n)=(m,n)ב ∈ 𝑁 ∶ 𝑑|𝑚 ∧ 𝑑|𝑛} אם .(n,m)=1 נאמר שm וn  .זרים 

 . bו aשל  ינארילירוף מחלק כל צ dאזי  d|bו d|aהערה: אם 

𝑛: אם טענה = 𝑞𝑚 + 𝑟  אזי(n,m)=(m,r) . 

 n,mהוא צירוף ליניארי של  rכעת, מכיוון ש. d|mוגם   d|n. אנחנו יודעים מכאן ש d=(n,m) הוכחה: נסמן

𝑑ולכן . d|rולכן  ≤ (𝑚, 𝑟) . 

. לכן m|(m,r)וגם  n|(m,r)וגם ידוע ש n|(m,r)ז"א  m|(m,r)וגם  r|(m,r)כעת נראה את הכיוון השני. 

(m,r)≤ 𝑑 ובסה"כ קיבלנו כי .(m,r)=d=(n,m) .מ.ש.ל .∎ 

 אלגוריתם אוקלידס:

∋m,nיהי  ℤ  0. ניתן להניח כי ≤ 𝑚 < 𝑛 אם .m=0 ברור ש(m,n)=0( אחרת .m>0 ניתן לכתוב ,)n=qm+r 

0כאשר  ≤ 𝑟 < 𝑚  ואז מתקיים(n,m)=(m,r). 

(53,47)באמצעות אלגוריתם אוקלידס:  GCD:  חישוב (1) דוגמה =⏞
1∙47+6

(47,6) =⏟
7∙6+5

(6,5)=(5,1)=1. 

(224,63): (2דוגמה ) =⏞
3∙63+35

(63,35) =⏞
1∙35+28

 (35,28) =⏞
1∙28+7

 (28,7)=7. 

 . gcdמשפט איפיון ה

,gcd(𝑎נגדיר  𝑏) = min{𝑢𝑎 + 𝑣𝑏 > 0} , 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑍 ובפרט, קיימים .𝑢, 𝑣 ∈ 𝑍 כך ש(a,b)=ua+vb . 

 . a|cאזי  a|bcוכך  1=(a,b)שלמים מתקיים :  a,b,c: הוכיח שלכל תרגיל

,𝛼. לכן קיימים 1=(a,b)ידוע כי  : פתרון 𝛽 ∈ 𝑍 כך ש𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 = , וקיבלנו cשתי האגפים ב . נכפול את1

𝑎|𝛼𝑐𝑎 ∧ 𝑎|𝛽𝑐𝑏 → 𝑎|𝛼𝑐𝑎 + 𝛽𝑐𝑏 → 𝑎|𝑐 .מ.ש.ל .∎. 

 :GCDתכונות של ה

1. d=(m,n)  ויהיt כך שt|m   וגםt|n  אזיt|d. 

2. (am,an)=a(m,n) 

 . p|bאו  p|aאזי  p|abראשוני ו pאם  .3

. ההגדרה פורמלית הינה:  (LCM=Least Common Multiple): כפולה משותפת מינימלית הגדרה

𝑙𝑐𝑚(𝑚, 𝑛) = [𝑚, 𝑛] = min{𝑑: 𝑛|𝑑 ∧ 𝑚|𝑑}  . 

 



 דביר חדד

 :LCMתכונות של ה

 a|[m,n]אזי  n|aוגם  m|aאם  .1

2. [n,m]∙(n,m)=|nm| 

 : תרגיל

 7x=12mod34פתרו את המשוואה  .א

 .333333מצאו את הספרה האחרונה של  .ב

 פתרון:  

7𝑥נכפיל בהופכי, כמו בהרצאה, ונקבל  .א = 12𝑚𝑜𝑑34 → 35𝑥 = 60𝑚𝑜𝑑34 → 𝑥 = 26𝑚𝑜𝑑34 . 

 ax=1mod(n)עבור  ax-nk=1שמקיים  aהוא בעצם אותו  𝑍𝑛ב aאתנחתא קלה: מציאת ההופכי של 

333333 .ב ≡ 𝑥 𝑚𝑜𝑑(10) = 111333𝑚𝑜𝑑10אבל  3333111333 = 1333𝑚𝑜𝑑10 = 1𝑚𝑜𝑑10 =

𝑥 𝑚𝑜𝑑10לכן ניתן לכתוב  = 𝑥 𝑚𝑜𝑑10שוב נפרק ונקבל . 3333 = 34∙83+1 = 8183 ∙ 3 = 183 ∙ 3 .
 פתרנו.

 חבורות ציקליות ותתי חבורות:

 Gנאמר ש aמתקבל כחזקה חיובית או שלילית של  G. אם כל איבר בGששייך ל aחבורה ויהי  Gהגדרה: תהי 

Gחבורה ציקלית. סימון:  Gונקרא ל aנוצרת ע"י  =< 𝑎 >= {𝑎𝑘|𝑘 ∈ 𝑍} . 

 :דוגמאות

1. Z  1-ו 1נוצרת ע"י. 

2. kZ=<k> 

3. 𝑍6 =< 1 >=< 5  כל חבורה ציקלית הנוצרת ע"י איבר ניתן ליצור אותה גם בעזרת הנגדי. <

∅חבורה. אם  (*,G): תהי הגדרה ≠ 𝐻 ⊆ 𝐺 כך ש(H,*)  היא בעצמה חבורה אזיH  היא תת חבורה שלG 

𝐻ונסמן  ≤ 𝐺 . 

∅. 1תת חבורו הינו:  Gהקריטריון המקוצר לבדיקת היותו של  ≠ 𝐻 ⊆ 𝐺 2 .∀a, b ∈ H ∶ ab−1 ∈ 𝐻 . 

4𝑍: (1) דוגמה ≤ 2𝑍 ≤ 𝑍 ≤ 𝑄 ≤ 𝑅 ≤ 𝐶..כל זה לגבי חיבור . 

 לא! כי לא מדובר באותה פעולה בכלל. ? Zת"ח של  Znהאם : (2דוגמה )

>שייך לה. אזי  aחבורה ויהי  G: תהי (3דוגמה ) 𝑎 >≤ 𝐺 תת החבורה הציקלית הנוצרת על ידי  היאa . 

𝑆𝐿𝑛(𝐹): (4דוגמה ) ≤ 𝐺𝐿𝑛(𝐹) . (1דטרמיננטות )מטריצות עם 

Ωn: תרגיל = {𝑐𝑖𝑠 (
2𝜋𝑘

𝑛
) ∶ 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 −      . n. אוסף כל שורשי היחידה מסדר {1

Ω. 1צריך להוכיח כי: 
𝑛

≤ (𝐶∗,∙) 2 .m|n  אזיΩ
𝑚

≤ Ω𝑛 . 

שייך אליו. התנאי הראשון הוכח.  1. נוכיח לפי הקריטריון המקוצר. זה מוכל, בוודאות. זה לא ריק כי 1פתרון: 

,a∀עבור התנאי השני ) b ∈ H ∶ ab−1 ∈ 𝐻 בעצם צריך להוכיח כי . )(ab−1)𝑛 = 𝑎𝑛(𝑏𝑛)−1 = 1 ∙ 1 = 1 .
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Ωאזי  m|n. אם 2ולכן זוהי תת חבורה. 
𝑚

≤ Ω𝑛  בעצם נוכיח תכילה שזה מוכל, שזהו התנאי הראשון של .

𝑎נניח שהקריטריון המקוצר.  ∈ Ω
𝑚

amולכן  n=mkניתן לרשום  m|nאבל בגלל ש  = 1 . 

𝑎𝑚𝑘 = (𝑎𝑚)𝑘 = 1𝑘 = Ωראינו ש לסיכום,  1
𝑚

Ωהיא תת קבוצה, בנוסף בסעיף א' ראינו ש 
𝑚

היא בעצמה  

Ωחבורה, לכן לפי ההגדרה )אפילו לא לפי הקריטריון המקוצר!( נקבל ש
𝑚

Ωתת חבורה של  
𝑛

 ומ.ש.ל. . 

 איברים היא ציקלית.  3: הוכיחו באמצעות לוחות כפל שכל חבורה עם שני איברים וכל חבורה עם תרגיל

  S={e,a}פתרון: 

S=<a> 

 

                                  S={e,a,b}עבור 

S=<a>=<b> 

aa=b כי לא יכול להיות שaa=e !                             
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