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 תרגיל:

f:תהי     רציפה. האם בהכרח קיים קטע בוf  ?מונוטונית 
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על מנת למצוא את ההשתנות הטוטלית נסתכל על איזושהי חלוקה 

0 1| [0,1] 0 ... 1nP x x x       ונבדוק מה ההשתנות של f x  ביחס לחלוקה זאת. עפ"י

 הגדרה: 

     1

1

1 1 0

1 1

,

1

n

i i

i

n n

i i i i n

i i

v f P f x f x

x x x x x x





 

 

 

      



 
 

 בחלוקה נקבל כי מכיוון שההשתנות אינה תלויה 



      

  

1

0 sup , : | ,

sup 1: | , 1

T f v f P P a b

P a b



 
 

]הערה: ניתן לראות כי כל פונקציה מונוטונית)עולה או יורדת( בקטע  , ]a b  הינה בעלת השתנות חסומה

      b

aT f f b f a  . 

 תרגיל: הוכיחו כי הפונקציה f x  בעלת השתנות חסומה בקטע  אהי[ , ]a b   אמ"מ קיימות שתי

]פונקציות מונוטוניות בקטע  , ]a b  
1 2,f f    כך ש     1 2f x f x f x . 

 פתרון: 

  נניח תחילה כי קיימות שתי פונקציות מנוטוניות :
1 2,f f  כך ש     1 2f x f x f x  עפ"י .

 הגדרה נקבל כי 

            

           

   

1 1 2 1 1 2 1

1 1

1 1 1 2 2 1 1 1

1 1

2 2

n n

i i i i i i

i i

n n

i i i i

i i

f x f x f x f x f x f x

f x f x f x f x f b f a

f b f a

  

 

 

 

    

     

   

 

  

  נניח כעת כי ל : f x נגדיר פונקציה חדשה יש התשנות חסומה .  [ ]x

aS x T f פונקציה זו ,

]מונוטונית עולה בקטע  , ]a b  כמו כן, נשים לב כי . 
   

1
2

S x f x
f x


   :הינה פונקציה מונוטונית

אם 
1 2x x  מאדטיביות השתנות )אזי[ ] [ ] [ ]b c c

a b aT f T f T f  ) 

       

       

   

           

2

1

2 2 1 1

2 1 2 1

2 1

2 1 2 1

2 2

1

2

1
[ ]

2

1
' ' 0

2

x

x

S x f x S x f x

S x S x f x f x

T f f x f x

f x f x f x f x f x f x

 


     

    

        

 

באותו אופן נראה כי  
   

2
2

S x f x
f x


  הינה מונוטונית. כעת קל לראות כי

     1 2f x f x f x . 



D:תהי  תרגיל: .1   ,פונקציית דיריכלה   
1

0

x
D x I x

x


 


הוכיחו שבכל קטע  

 ,a b  קטע עם אורך חיובי!( מתקיים( b

aT D    

רציונליים בקטע, נוכל לבנות חלוקה -טבעי. על סמך צפיפות הרציונליים והאי Nיהי  :פתרון

0 1:N NP a x x x b     "זאת אומרת שהנקודות הן מתחלפות בין רציונליות לאי –"מתחלפת-

רציונליות לסירוגין )לפחות בלי הקצוות, שם אין לדעת(. נחשב את ההשתנות:

         
1 1

1 1

1 2 2

, 1 3
N N N

N k k k k

k k k

v D P D x D x D x D x N
 

 

  

         אם כך הקבוצה .

    , : | ,v D P P a b  מכילה מספרים גדולים כרצוננו ולכן    sup , : | ,v D P P a b   . 

כיחו כי הפונקציה הו תרגיל: .2 
1

sin 0

0 0

x x
f x x

x




 
 

אינה בעלת השתנות חסומה בקטע   0,1 

. 

פתרון: צריכים לתפוס את התנודות של הפונקציה. 
1

sin
x

בנקודות  1מחזירה 
2

4
kx

k 



ומחזירה  

1   בנקודות
2

3 4
kx

k 



נגדיר שוב חלוקה "מתחלפת"  N. לכל 

2 2 2 2 2 2
:

3 4 3 4 4 3 4
NP

k k N N         
      

   
  

מקבלים 

 

0

,

2 2 3 2 2 3
sin sin sin 2 sin 2

2 3 2 4 2 3 4 2

2 2 3
sin 2 sin 2

4 2 3 4 2

2 2 2 2 2 2

3 4 3 4 4 3 4

2 2

4 3 4

N

N

k

v f P

k k
k k

N N
N N

k k N N

k k

   
 

     

 
 

   

         

   



       
             

        

   
       

    

        
   

 
  

  


  0

8 2 1

4 1 4 3

N

k

k

k k 




 


  

Nוכאשר   מקבלים טור מתבדר. מכאן ה-sup .הוא אינסוף 

 

 רציפות בהחלט:



הגדרה:  : ,f a b    0נקראת רציפה בהחלט אם לכל    0קיים    כך שאם  
1

,
n

k k k
a b


הם   

אזי  -קטעים  זרים שסכום אורכם קטן מ   
1

n

k k

k

f b f a 


  . 

תהיינה  תרגיל: , : ,f g a b   רציפות בהחלט ו-c :קבוע. הוכיחו 

 רציפה בהחלט.  cfא. 

fב.  g  .רציפה בהחלט  

 רציפה בהחלט.  fgג. 

 פתרון:

0א. יהי     ע"פ הגדרת הרציפות בהחלט שלf  עם ,
c


   0נקבל כי קיים    כך שאם

  
1

,
n

k k k
a b


אזי   -הם קטעים זרים שסכום אורכם קטן מ    

1

n

k k

k

f b f a
c





 . 

, בהינתן קטעים  עבור אותו   
1

,
n

k k k
a b


, נקבל כי  -עם סכום אורכים קטן מ 

           
1 1 1

n n n

k k k k k k

k k k

cf b cf a c f b f a c f b f a c
c




  

          

, ישנו fב. ע"פ הגדרת הרציפות בהחלט של 
1 0 ,  כך שאם  

1
,

n

k k k
a b


הם קטעים זרים שסכום  

-אורכם קטן מ
1   אזי   

1 2

n

k k

k

f b f a




  ע"פ הרציפות בהחלט של .g   ישנו
2 0   כך שאם ,

  
1

,
n

k k k
a b


-הם קטעים זרים שסכום אורכם קטן מ 

2  אזי   
1 2

n

k k

k

g b g a




   נגדיר .

 1 2min , 0     אם  
1

,
n

k k k
a b


אזי,   -הם קטעים זרים שסכום אורכם קטן מ 

             
1 1 1

n n n

k k k k k k

k k k

f g b f g a f b f a g b g a 
  

          

f,ג.  g   רציפות בקטע סגור, ולכן חסומות )כלומר   ,f x g x M   לאיזשהוM(  



0ע"פ הגדרת הרציפות בהחלט )לשתי הפונקציות( ישנו     כך שאם  
1

,
n

k k k
a b


הם קטעים זרים  

אזי  -שסכום אורכם קטן מ       
1 1

,
2

n n

k k k k

k k

f b f a g b g a
M



 

    עבור אותו .   :נקבל

                     

             

1 1

1 1

2
2

n n

k k k k k k k k k k

k k

n n

k k k k k k

k k

fg b fg a f b g b f a g a f b g a f b g a

f b g b g a g a f b f a M
M




 

 

     

     

 

 
 

 


