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 כן מדידה לבג. fשאינה מדידה לבג אבל   fתנו דוגמא לפונקציה  .1

1פתרון: ניקח את  1 cE E
f = הינה הקבוצה הלא מדידה לבג שראינו מתחילת הקורס.  Eכאשר  −

)איננה מדידה שכן  fברור כי  )1 1f E− 1fוזו קבוצה לא מדידה לבג. כעת נשים לב כי  = זו   =

1fכמובן פונקצית אינדיקטור שניתן לרשום  =


 וזו כמובן קבוצה מדידה. 
 

}תהי  .2 }iA  סדרה של קבוצות זרות במרחב מדיד( ),X S . 
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 פתרון: 
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מדידה כגבול של   G. מכאן ש Gמתכנסת ל  MG, קל לראות כי ∑=

 פונקציות מדידות.

ii. ⇒  אם :h  קבועה על כלiA  בic  הערך של ,h   עלiA  אזי ברור כי( )
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 הינה מדידה עפ"י הסעיף הראשון.
: לא קשה להראות(בידקו תכונות) כי מכיוון ש  ⇐

iA  זרות ואיחודן הוא כלX  אזי
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הינה סיגמא אלגברה המכילה את  
iA 

איננה קבועה על איזשהו  h. אם  C⊆Gולכן 
iA  ערכים שונים  2אזי היא מקבלת לפחות

על 
iA  נניח שאחד מהם הוא ,y אזי ,( )1

i iD h y A A−= ∩  D ממש). מכיוון ש(מוכל  ⊃

מוכלת ממש ב 
iA   נובע כיD C∉  ומכאן ש( )1h y−  איננה מדידהG. 

 

)יהי מרחב מדיד  .3 ),X S  ועליו מוגדרות הפונקציות המדידות
1 2,f f  ו

3f ):if X →

 

( )1, 2,3i  ). התבוננו במשוואה הבאה =



( ) ( ) ( )2
1 2 3 0f x t f x t f x+ + = 

 
xלכל  tזוהי משוואה ריבועית ב  X∈  . 

 

}הראו כי  :      }A x X the equation has two distinct roots≡  . Sהינה מדידה  ∋

 

2פתרון: נשים לב כי 
2 1 3{ : 4 0}A x X f f f= ∈ − . ראינו כבר כי פונקציות מדידות סגורות תחת כפל  <

2וחיבור ולכן 
2 14f f f−  הינה פונקציה מדידהS   2ומכאן ש

2 14 0f f f−  . Sהינה קבוצה מדידה  <

 

)יהי מרחב מדיד  .4 ),X S  ןיהיו,f g  פונקציות מדידותS  המקבלות ערכים ב  הראו כי .
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0αפתרון: ללא הגבלת הכלליות נניח כי  , אחרת אתם כבר יודעים מה לעשות.. >
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fמכיוון שהפונקציה  gα−  הינה מדידה נקבל כי הקבוצה לעיל מדידה ומכאן שh .מדידה 

nUתהי  .5 ⊆   קבוצה פתוחה, ותהי:f U →
פונקציה ממשית. הראו שהקבוצה  

{ }:  is continuous at xx U f∈ היא מטיפוסGδ
. 

 

 פתרון:

, לכל  0x U δ∈ )בכדור  f) של "oscillation"נגדיר את התנודה ( < ),B x δ  ע"י

( ) ( ) ( ) ( ){ }, : sup : , ,x f s f t s t B xω δ δ= − ), ונקודתית ע"י ∋ ) ( ){ }: inf , : 0x xω ω δ δ= >. 

)ממשי הקבוצה  aאנו טוענים שלכל  ){ }:aE x x aω=  היא פתוחה. >

 

 :הוכחת הטענה

יהי 
0 ax E∈ ישנה ,
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), inf-ומכאן כ )x aω 0לכל  >
0 ,

2
x B x δ ∈  

 
 , והטענה הוכחה.

)או"א  xרציפה בנקודה  fניתן לראות כי  ) 0xω ) ולכן: x(אין תנודה בנקודה  =
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1. הקבוצות 
n

E  כולן

Gδפתוחות, ולכן הקבוצה המדוברת היא באמת מטיפוס 
 . מש"ל.

 


