
 61הרצאה 

 Implicit Functionפונקציה סתומה 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 0 

𝐹(𝑥, 𝑦) ≔ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 0 

𝑦 = −
𝑎

𝑏
𝑥 =:𝜑(𝑥)   ;   𝑏 ≠ 0 

𝑎𝑥 = 0    ;   𝑏 = 0 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 𝑏 

 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0 

𝑥2 + 𝑦2 = 1 

𝑦 = ±√1− 𝑥2 

 סימון
 נסמן:

ℝ𝑛+1
(𝑥,𝑦)∈

= ℝ𝑛
𝑥∈
× ℝ
𝑦∈

 

 משפט
𝕎תהי  ⊂∘ ℝ𝑛+1 = ℝ𝑛 ×ℝ נתונה .𝐹:𝕎 → ℝ ; 𝐹 ∈ 𝐶𝑟(𝕎) 

𝑊נתונה הנקודה  ∋ (𝑎, 𝑏) כך ש𝐹(𝑎, 𝑏) = 0  

 נניח 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏) ≠ 0 

𝑎ב ת סביבותואזי קיימ ∈ 𝑈, 𝑏 ∈ 𝑉 כך ש 

∀𝑥 ∈ 𝑈 ∃!⏞
קיים ויחיד

𝑦 ∈ 𝑉  F(𝑥, 𝑦) = 0 

𝑦נסמן  = 𝜑(𝑥)     𝜑: 𝑈 → 𝑉 ו𝜑 ∈ 𝐶𝑟(𝑈) 

 הוכחה
𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏) ≠ 0   ;     𝑊𝐿𝑂𝐺   

𝜕𝐹

𝜕𝑦
> 0 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
,𝑎)רציפה ב –  𝑏) ולכן 

∃𝐵(𝑎,𝑏)(𝜖): ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵(𝑎,𝑏)(𝜖)  
𝜕𝐹

𝜕𝑏
(𝑥, 𝑦) > 0 

′𝑈∃ סביבות ∋ 𝑎, 𝑉′ ∋ 𝑏 כך ש𝑈′ × 𝑉′ ⊂ 𝐵(𝑎,𝑏)(𝜖) 

בפרט 
𝜕F

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑦) > ,𝐹(𝑎כלומר  0 𝑦)  (.𝑦ממש )לפי  ↗

𝑉′ = (𝑏 − ϵ, 𝑏 + 𝜖) 

𝑦 = 𝑏 ∶ 𝐹(𝑎, 𝑏) = 0 

𝑦 = 𝑏 + 𝜖 ∶ 𝐹(𝑎, 𝑏 + 𝜖) > 0 

𝑦 = 𝑏 − 𝜖 ∶ 𝐹(𝑎, 𝑏 − 𝜖) < 0 



𝐹(𝑥, 𝑏 + 𝜖)  רציפה ולכן∃𝑈′′ ∋ 𝑎 ∶  𝐹(𝑥, 𝑏 + 𝜖) > 0 ∀𝑥 ∈ 𝑈′′ 

𝐹(𝑥, 𝑏 − 𝜖)  רציפה ולכן∃𝑈′′′ ∋ 𝑎 ∶  𝐹(𝑥, 𝑏 − 𝜖) < 0 ∀𝑥 ∈ 𝑈′′′ 

 נגדיר

𝑈 ≔ 𝑈′ ∩ 𝑈′′ ∩ 𝑈′′′ 

𝑥נקבע  ∈ 𝑈 

,𝐹(𝑥לפי הבניה  𝑏 − 𝜖) < 0 , 𝐹(𝑥, 𝑏 + 𝜖) > 0 

𝐹(𝑥, 𝑦) –  רציפה לפי𝑦  אם𝑥 .קבוע 

𝐹(𝑥, 𝑏 − 𝜖) < 0, 𝐹(𝑥, 𝑏 + 𝜖 > 𝑦∃ולכן לפי משפט קושי על ערך בינוני  (0 ∶ 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 

𝐹(𝑥,∗)אבל   הוא יחיד. 𝑦ולכן  ↗

𝑦 ∈ (𝑏 − 𝜖, 𝑏 + 𝜖) = 𝑉  ;   𝑦 = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈 

,𝑎)רציפה בנקודה  𝜑צ"ל  (6 𝑏)כלומר צ"ל ,: 

∀𝜖 > 0∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝛿) ⊂ 𝑈 ∶ 𝜑(𝑥) ∈ (𝑏 − 𝜖, 𝑏 + 𝜖) 

𝑈קח ני × (𝑏 − 𝜖, 𝑏 + 𝜖)  ולפי הבנייה∃𝑈′ ⊂ 𝑈 

𝑥 ∈ 𝑈′ ⇒ 𝑦 ∈ (𝑏 − 𝜖, 𝑏 + 𝜖) 

𝑈′ = 𝐵(𝑎, 𝛿) 

𝑦 = 𝜑(𝑥) 

∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝛿) ⇒ 𝜑(𝑥) ∈ (𝜑(𝑎) − 𝜖, 𝜑(𝑎) + 𝜖) 

 רציפה. 𝜑ולכן 

2) 𝜑 ∈ 𝐶𝑟(𝑈) 

,a)בנקודה  𝐹נכתוב נוסחת טיילור ל b)  עם שארית  0עם סדר𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒. 

𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦) = 𝐹(𝑎, 𝑏) +∑
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑗
(ξ)(𝑥𝑗 − 𝑎𝑗)

𝑛

𝑗=1

+
𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝜉)(𝑦 − 𝑏) 

𝜉עבור  = (𝑎. 𝑏) + 𝜃((𝑥, 𝑦) − (𝑎, 𝑏))     ;   0 < 𝜃 < 1 

𝑦 = 𝜑(𝑥);    𝑏 = 𝜑(𝑎) 

𝐹(𝑎, 𝑏) = 0 

𝑥 ∈ 𝑈 ∋ 𝑎 ; 𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥)) = 0 

0 = 0 +∑
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑗
(ξ)(𝑥𝑗 − 𝑎𝑗)

𝑛

𝑗=1

+
𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝜉)(𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑎)) 

𝑥 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑥𝑘 , 𝑎𝑘+1, … 𝑎𝑛) 

0 =
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑘
(𝜉)(𝑥𝑘 − 𝑎𝑘) +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝜉)(𝜑(𝑎1, … , 𝑥𝑘 , . . , 𝑎𝑛) − 𝜑(𝑎)) 

𝜑(𝑎1, … , 𝑥𝑘 , … , 𝑎𝑛) − 𝜑(𝑎1, … , 𝑎𝑛)

𝑥𝑘 − 𝑎𝑘
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑘

(𝜉)

𝜕𝐹
𝜕𝑦
(𝜉)

 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏) ≠ 0 ⇒

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥),

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝜉) ≠ 0  ∀||𝑥 − 𝑎|| < 𝛿 

𝑥 → 𝑎 ⇒ 𝜑(𝑥) → 𝑏 = 𝜑(𝑎) 



(𝑥, 𝜑(𝑥)) − (𝑎, 𝑏)
𝑥→𝑎
→  0 

𝜉ולכן 
𝑥→𝑎
→  (𝑎, 𝑏) 

𝜑(𝑎1, … , 𝑥𝑘 , … , 𝑎𝑛) − 𝜑(𝑎1, … , 𝑎𝑛)

𝑥𝑘 − 𝑎𝑘
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑘

(𝑎 + 𝜃(𝑥 − 𝑎), 𝑏 + 𝜃(𝜑(𝑥) − 𝑏))

𝜕𝐹
𝜕𝑦
(𝑎 + 𝜃(𝑥 − 𝑎), 𝑏 + 𝜃(𝜑(𝑥) − 𝑏)

 

lim
𝑥𝑘→𝑎𝑘

𝜑(𝑎1, … , 𝑥𝑘, … , 𝑎𝑛) − 𝜑(𝑎1, … , 𝑎𝑛)

𝑥𝑘 − 𝑎𝑘
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑘

(𝑎, 𝑏)

𝜕𝐹
𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)

  

∃
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑘
(𝑎) = −

𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑘

(𝑎, 𝑏)

𝜕𝐹
𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)

 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏) ≠ 0 ⇒

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) ≠ 0 ∀𝑥 ∈ 𝑈𝑎, 𝑦 ∈ 𝑉𝑏 

,𝑎)לכן אפשר להחליף  אז 𝑏) ל(𝑥, 𝜑(𝑥)) 

 ולכן 

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑘
(𝑥) = −

𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑘

(𝑥, 𝜑(𝑥))

𝜕𝐹
𝜕𝑦
(𝑥, 𝜑(𝑥))

𝑥 ∈ 𝑈𝑎
𝑘=1,…,𝑛

 

𝜑 ∈ 𝐶𝑟(𝑈)? 

𝜕F

𝜕𝑥𝑗
, 𝜑  רציפות ולכן−

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑘
(𝑥,𝜑(𝑥))

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥,𝜑(𝑥))

 𝑈רציפה ב 

ולכן 
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑘
(𝑥)  ; 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑘 = 1,… , 𝑛 ולכן  רציפות𝜑 ∈ 𝐶1(𝑈) 

𝑘נניח כי  < 𝑟 ∶ 𝜑 ∈ 𝐶𝑘(𝑈) 

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑘
,
𝜕𝐹

𝜕𝑦
, 𝜑 ∈ 𝐶𝑘(𝑈) ⇒ −

𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑘

(𝑥, 𝜑(𝑥))

𝜕𝐹
𝜕𝑦
(𝑥, 𝜑(𝑥))

∈ 𝐶𝑘(𝑈) 

 ולכן

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑘
∈ 𝐶𝑘(𝑈)  𝑘 = 1, . . , 𝑛 ⇒ 𝜑 ∈ 𝐶𝑘+1(𝑈) 

𝜑ולכן לפי אינדוקציה  ∈ 𝐶𝑟(𝑈) 

 גזירות של פונקציה סתומה
𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝜑(𝑥1, … , 𝑥𝑛)) = 0 

𝜕

𝜕𝑥𝑘
∶    
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑘
(𝑥, 𝜑(𝑥)) +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥, 𝜑(𝑥))

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑘
(𝑥) = 0  



𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑘
(𝑥) = −

𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑘

(𝑥, 𝜑(𝑥))

𝜕𝐹
𝜕𝑦
(𝑥, 𝜑(𝑥))

 

𝐹(𝑥1, . . , 𝑥𝑛, 𝑦) = 0 

 אלגוריתם:
6) 𝐹(𝑎, 𝑏) = 0 

2) 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏) ≠ 0 

     ⇓                  

𝑦 = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈𝑎 

 תרגיל
𝑧3 − 𝑥𝑧 + 𝑦 = 0 

6) 𝑥 = 3, 𝑦 = −2, 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) 

2) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
(3,−2) =? 

6) 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧3 − 𝑥𝑧 + 𝑦 = 0 

𝐹(3,−2,2) = 8 − 6 − 2 = 0 

2) 
𝜕𝐹

𝜕𝑧
= 3𝑧2 − 𝑥| 𝑥−3

𝑦=−2
𝑧=2

= 3 ∗ 4 − 3 = 9 ≠ 0 

𝑧ולכן קיימת פונקציה יחידה  = 𝑧(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶∞(𝑈 × 𝑉) 

(3,−2) ∈ 𝑈 ; 𝑣 = (2 − 𝜖, 2 + 𝜖) ;  𝑧(3,−2) = 2 

 

𝑧(𝑥, 𝑦)3 − 𝑥𝑧(𝑥, 𝑦) + 𝑦 = 0 

𝜕

𝜕𝑥
∶  3𝑧2𝑧𝑥

′ − 𝑧 − 𝑥𝑧𝑥
′ = 0 

𝜕

𝜕𝑦
∶ 3𝑧2𝑧𝑦

′ − 𝑥𝑧𝑦
′ + 1 = 0 

3 ∗ 4 ∗ 𝑧𝑥
′ (3,−2) − 2 − 3𝑧𝑥

′ (3,−2) = 0 ⇒ 𝑧𝑥
′ (3,−2) =

2

9
 

3 ∗ 4 ∗ 𝑧𝑦
′ (3,−2) − 3𝑧𝑦

′ (3,−2) + 1 = 0 ⇒ 𝑧𝑦
′ (3,−2) = −

1

9
 


