
 15/03/2020 2הרצאה  טופולוגיה

 

1 
 

 

𝑎נק'  הגדרה: ∈ 𝑋  מבודדתנקראת (isolated )  במרחב( , )X d  אם–  

∃𝜖 > 0: 𝐵(𝑎, 𝜖) = {𝑎} 

)סדרה קבועה לבסוף תמיד מתכנסת )ברור מה הגבול !( בכל מרחב  :הערה , )X d . 

)נקודה מבודדת במרחב מטרי a  :טענה , )X d  אם ורק אם 

lim nx a  גורר שהסדרה
nx  היא בהכרח קבועה לבסוף

1, , , , ,mx x a a . 

0מבודדת אז קיים  aאם  הוכחה:   כך ש(a, ) {a}B   . 

limש נניח  nx a  . 

nל קיים "הנ עבור    כך ש(a, ) {a}nx B   . לבסוף ה היא הסדראזa. 

  . aשקיימת סדרה עם איברים שונים שמתכנסת ל נוכיח . מבודדת לא a כעת ש נניח 

(a,1)ברור  {a}B  . 1נבחר 1( ,1),x B a x a  . 2נבחר 10 min{ ( , ),1}d a x  . 

10ש נעיר  ( , )d a x  כי( , )X d ומתקיימת  מרחב מטרי
1m . 

2קיים  מבודדת לא aבגלל ש שוב  2 2 1( , ), { , }x B a x a x  

,1ר הגדרנו כבאם בצורה רקורסיבית את הבנייה. נמשיך  , nx x  אז נבחר 

1
1 1 20 min{ ( , ), ( , ), , ( , ), }n n n

d a x d a x d a x   

1   קיים  1 1 1( , ), {a, , , }n n n nx B a x x x    

lim  ש (עם איברים שונים)ה נקבל סדרכך  nx a ( 10כי ( , )n n
d a x  ) .  

 

𝑝אדית לכל מספר ראשוני -pנגדיר מטריקה    שלמיםעל   דוגמה:  ∈ ℙ  .נתון 

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≔ {

1

𝑝𝑘(𝑥,𝑦)
 , 𝑘(𝑥, 𝑦) ≔ max{𝑖 ∶  𝑝𝑖|(𝑥 − 𝑦)} , 𝑥 ≠ 𝑦

0, 𝑥 = 𝑦

 

 למשל:

𝑝 = 3  ,𝑥 = 24, 𝑦 = 6. 



 15/03/2020 2הרצאה  טופולוגיה

 

2 
 

𝑑3(24,6) =
1

32
=
1

9
 

24 − 6 = 18 = 32 ⋅ 2 

 :עם איברים שונים דוגמה של סדרה מתכנסת שהיא לא קבועה לבסוף

𝑥𝑛 ≔ 3𝑛 ∈ ℤ 

  –ואכן 

𝑥𝑛
𝑑3
→ 0 

 –כי 

𝑑3(3
𝑛, 0) =

1

3𝑛
→ 0 

)הוכיחו שלא קיימת נקודה מבודדת ב   תרגיל: , )pd 

 עם מטריקה רגילה כל נקודה היא מבודדת(.  ב )שימו לב: במרח

 

 דוגמה:

  –כך ש  𝑓𝑛קיימת סדרה  𝐶[0,1] -ב 

{
𝑓𝑛
𝑑1
→ 𝜃 − פונקציית האפס

𝑓𝑛 ↛
𝑑𝑚𝑎𝑥

𝜃 − פונקציית האפס

 

  – )תזכורת( כאשר

𝑑1(𝑓1, 𝑓2) ≔ ∫ |𝑓1(𝑥) − 𝑓2(𝑥)|𝑑𝑥
1

0

 "השטח"  

𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑓1, 𝑓2) ≔ max
0≤𝑥≤1

|𝑓1(𝑥) − 𝑓2(𝑥)| 

 (𝐶[0,1] -ב סדרה של פונקציות )סדרה  נגדיר 

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥
𝑛 , 𝑥 ∈ [0,1] 
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𝜃 = 0(𝑥) = 0 

𝑑1(𝑓𝑛, 𝜃) = ∫ |𝑓𝑛(𝑥) − 0|𝑑𝑥
1

0

= [
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
]
𝑥=0

𝑥=1

=
1

𝑛 + 1 𝑛→∞
→   0 

  –ז"א 

lim
𝑛→∞

𝑑1(𝑓𝑛, 𝜃) = 0 

𝑓𝑛
𝑑1
→ 𝜃 

  –כעת 

𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑓𝑛, 𝜃) = max
0≤𝑥≤1

|𝑓𝑛(𝑥) − 0(𝑥)| = max
0≤𝑥≤1

𝑥𝑛 = 1 ↛ 0 

⇒ 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑓𝑛, 𝜃) ↛ 0 

⇒ 𝑓𝑛 ↛
𝑑𝑚𝑎𝑥

𝜃 

,𝑎]באופן דומה לכל  תרגיל: 𝑏]  ,𝑎 < 𝑏. 

 

  הגדרות:

,𝑑נניח א(  𝜌  אותה קבוצהמטריקות על 𝑋.  אומרים ש– 𝒅  דומיננטי ביחס ל– 𝝆 :אם 

𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑎 ⇒ 𝑥𝑛

𝜌
→ 𝑎  

𝑥𝑛לכל סדרה  ∈ 𝑋. 

 אם יש אותה התכנסות. ז"א  )"שקולות"( 𝒅~𝝆 -ב( אומרים ש 

𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑎 ⇔ 𝑥𝑛

𝜌
→ 𝑎  

 :פשוטות תכונות

1)  ⇐ 𝜌 ≤ 𝑑 𝑑  דומיננטי ביחס ל– 𝜌    ( :תכונת רך דהסבר.)'הסנדוויץ 
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2 )𝑑 ~ 𝑐 ⋅ 𝑑 ,𝑐 >  קבוע. 0

 דוגמה:

𝑑𝑚𝑎𝑥  דומיננטי ביחס ל- 𝑑1  בקבוצה𝐶[𝑎, 𝑏]. 

 הסבר:

𝑑1  –מ"ל  ≤ 𝑐 ⋅ 𝑑𝑚𝑎𝑥. 

1‖⋅‖  –מ"ל  ≤ 𝑐 ⋅ ‖⋅‖𝑚𝑎𝑥. 

‖𝑓‖1 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ (𝑏 − 𝑎)⏟    
𝑐>0 קבוע

⋅ max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥)|
⏟      
=‖𝑓‖𝑚𝑎𝑥

 

 דוגמה:

𝑋 ≔ ℝ𝑛. 

𝑑𝑚𝑎𝑥 ~ 𝑑 ~ 𝑑1  

 הסבר:

𝑑𝑚𝑎𝑥 ≤ 𝑑 ≤ 𝑑1 ≤ 𝑛 ⋅ 𝑑𝑚𝑎𝑥  

 

 שונות אבל יש אותה התכנסות. הנ"ל המטריקותשלושת  מסקנה:

 הטופולוגיות שוות! – בהמשך נוכיח

 

,𝑋) מטרי-גיה של מרחב פסאודוו)טופול :הגדרה 𝑑) ) 

,𝑋)טופולוגיה של  נגדיר 𝑑) ב  פתוחות קבוצות-תתשל כל אוסף כX :נסמן . 

𝒕𝒐𝒑(𝒅) = 𝑡𝑜𝑝(𝑋, 𝑑) ≔ {(𝑋, 𝑑) −  {קבוצות פתוחות ב

 : מוגדרת כך "קבוצה פתוחה"כאשר 

𝑋 -אומרים ש  ⊇ 𝑂 :היא פתוחה אם מתקיים 

 𝑥 ∈ 𝑂 ⇒ ∃𝜀𝑥 > 0 ∶ 𝐵𝜀𝑥(𝑥) ⊆ 𝑂  

Aתת קבוצה  שימו לב: X ב  לא פתוחה( , )X d  נקודה  קיימתאם"םa A כך ש 

( , )B a   לא מוכל בA   0לכל  . 
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∅ מכאן ברור למשל ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑). 

  מסקנה:

𝑡𝑜𝑝(𝑑) ∋ 𝑂 =⋃𝐵𝜖𝑥(𝑥)

𝑥∈𝑂

 

 

𝑟∀ :משפט > 0, ∀𝑎 ∈ 𝑋, ∀(𝑋, 𝑑) ∶ 𝐵𝑟(𝑎) ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑)  

 .קבוצה פתוחה( "כדור פתוח")ז"א 

 הסבר:

 

 

 

 

,𝑑(𝑎 הרעיון: 𝑥) + 𝑟𝑥 < 𝑟. 

 כך: 𝑟𝑥מכאן ניקח כל מס' 

0 < 𝑟𝑥 < 𝑟 − 𝑑(𝑎, 𝑥)⏟      
חיובי

𝑥∈𝐵𝑟(𝑎) כי

 

𝐵𝑟𝑥(𝑥)נוכיח  ⊆ 𝐵𝑟(𝑎). 

𝑦נניח  ∈ 𝐵𝑟𝑥(𝑥)  צ"ל ,- 𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑎). 

𝑑(𝑎, 𝑦) ≤⏟
𝑚3

𝑑(𝑎, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑑(𝑎, 𝑥) + 𝑟𝑥 < 𝑟 

⇒ 𝑑(𝑎, 𝑦) < 𝑟 

𝑦ז"א  ∈ 𝐵𝑟(𝑎). 

𝑥זה קורה עבור כל  ∈ 𝐵𝑟(𝑎)  ועבור(𝑟𝑥  ולכן )מתאים𝐵𝑟(𝑎)  .קבוצה פתוחה 

∎ 

))}כדורים פתוחים{  בסיס לטופולוגיה  תוצאה: )top d) 

 התנאים הבאים שקולים: 

1 )∅ ≠ 𝑂 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑). 
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2 )= 𝑂 ."איחוד של "כדורים פתוחים 

 

)שלכל מרחב הוכיחו  תרגיל: , ( ))X top d  :מתקיים 

1(t  , ( )X top d  

1(t  
1 2 1 2, ( ) ( )O O top d O O top d     )חיתוך סופי של קבוצות פתוחות גם( 

1(t  ( ) ( )i i

i I

i I O top d O top d


     )איחוד של קבוצות פתוחות גם( 

  זקה היהמהמתמטיקאים שהשפיעו על טופולוגיה בצורה מאוד ח דאח :הערה

Felix Hausdorff .צים בגרמניה ממליץ לקרוא אהחיים ומותו הטרגי בתקופת הנ על 

 https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Hausdorff  

,𝑋)נניח  (:Hausdorff)תכונת משפט  𝑑) יש סביבות שונות נקודות  2. אז לכל מרחב מטרי

 זרות.

 :הוכחה

𝑎 ≠ 𝑏
𝑚1
⇒ 𝑑(𝑎, 𝑏) > 0 

0ניקח  < 𝜖 ≤
𝑑(𝑎,𝑏)

2
. 

𝐵𝜖(𝑎)אז  ∩ 𝐵𝜖(𝑏) = ∅. 

   :שלאאם נניח 

∃ 𝑥 ∈ 𝐵𝜖(𝑎) ∩ 𝐵𝜖(𝑏) 

{
𝑑(𝑎, 𝑥) < 𝜖

𝑑(𝑏, 𝑥) =⏞
𝑚2

𝑑(𝑥, 𝑏) < 𝜖
 

 ת:המשוואו 2נחבר את 

𝑑(𝑎, 𝑏) ≤⏟
𝑚3

𝑑(𝑎, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑏) < 2𝜖 

⇒ 𝑑(𝑎, 𝑏) < 2𝜖 

 סתירה לבחירה.

∎ 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Hausdorff
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 גבול סדרה הוא יחיד )אם קיים(. מטריבמרחב  )יחידות הגבול(:משפט 

 :הוכחה

  –אם נניח בשלילה 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏 

𝑎כאשר  ≠ 𝑏. 

  –יש סביבות זרות ( Hausdorff כונתת) 2לפי משפט 

𝐵𝜖(𝑎) ∩ 𝐵𝜖(𝑏) = ∅ 

 .𝐵𝜖(𝑏) -וגם ב  𝐵𝜖(𝑎) -נמצאים ב  𝑥𝑛מצד שני, כמעט כל האיברים 

 מש"ל. ⇐מכאן סתירה  

∎ 

 מטרי אין יחידות הגבול(-)במרחב פסאודו דוגמה נגדית

𝑋 מטרי-פסאודו במרחב = (ℝ2, 𝜌1)   עם 

𝜌1(𝑥, 𝑦) ≔ |𝑥1 − 𝑦1| 

 ניקח את הסדרה   

𝑥𝑛 = (1 +
2

𝑛
, 7) → ∀𝑦 ∈ ℝ: (1, 𝑦) 

 מטריקה(.א לשזאת אין יחידות של הגבול! )צריך לשים לב 

 דומטרי עם יחידות הגבול הוא תמיד מרחב מטרי. -תרגיל: הוכיחו שמרחב פסאו

 

 הערה:

,𝑋) -ב  𝑑) מ"פ ,𝑎 ∈ 𝑋 ,𝑥𝑛 :סדרה. התנאים הבאים שקולים 

1 )lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) = 0       (𝑑(𝑥𝑛, 𝑎)
ℝ
→ 0.) 

2 )∀𝜖 > 0  ∃ 𝑁 ∈ ℕ , 𝑛 > 𝑁: 𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) < 𝜖. 

,B(aבכלא "ז) 𝑎סביבה של -𝜖בכל ( 3 )) .נמצאים כמעט כל האיברים של הסדרה 

 .𝑂 –, כמעט כל האיברים נמצאים ב 𝑎שמכילה את  𝑂( בכל קבוצה פתוחה 4
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,𝑋)במרחב  𝐴ת"ק  הגדרה: 𝑑) קבוצה פתוחה. אם המשלים הרסגו תנקרא 

 ז"א אם 

𝐴𝑐 ≔ 𝑋 𝐴⁄ ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑) 

 למשל:

𝐵𝑟[𝑎] .כדור סגור"( הוא סגור"( 

 !(פונקציות  גם דרך רציפות פשוטה לבדוק לבד! )יש הוכחה

 חיתוך של קבוצות סגורות סגור.  .סגורות גורסאיחוד סופי של קבוצות תרגיל: 

  . ןמורג-ניתן להוכיח את זה ע"י התכונות של קבוצות פתוחות וחוקי דה :רמז

 

 מטרי(. -סגור במרחב מטרי )ושזה לא נכון במרחב פסאודוהוכיחו שכל נקודון  תרגיל:

 הסיקו שכל תתקבוצה סופית במרחב מטרי היא סגורה. 

 

 קושי ושלמותסדרות 

 

,𝑋) הגדרה: 𝑑)  מ"מ. סדרה𝑥𝑛 ∈ 𝑋, 𝑛 ∈ ℕ  סדרת קושינקראת (𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦)  אם לכל𝜖 > 0 

𝑛𝜖קיים  ∈ ℕ :כך ש 

𝑑(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) < 𝜖 

𝑖, 𝑗 ≥ 𝑛𝜖 

 הערה:

∃) 𝑋 –מתכנסת ב  𝑥𝑛אם  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎 ∈ 𝑋 אז )𝑥𝑛 (לבדוק) סדרת קושי! . 

,𝑋)מ"מ  הגדרה: 𝑑)  שלםנקרא (𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒)  אם לכל סדרת קושי𝑥𝑛  ב– 𝑋  גבול ביש-𝑋. 

 

,𝐸מ"נ ) הגדרה: ,𝐸)( אם 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ 𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒) מרחב בנך( נקרא ‖⋅‖ 𝑑‖⋅‖) שלם. 

 :דוגמאות

,ℝ𝑛)א(  𝑑)  ,(ℝ𝑛, 𝑑1)  ,(ℝ𝑛, 𝑑𝑚𝑎𝑥) 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ ∋. 
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,𝐶[𝑎)ב(  𝑏], 𝑑𝑚𝑎𝑥) 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ ∋. 

,𝐶[𝑎)  ג(  𝑏], 𝑑1) 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ   .(רגולפרטים בת)  ∉

,𝐶[𝑎)ד(    𝑏], 𝑑2) 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ ∌ , 

〈𝑓, 𝑔〉 ≔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

,𝐶[𝑎 -ית ב מכפלה פנימ 𝑏] :שממנה מקבלים נורמה 

‖𝑓‖2 ≔ √∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

,𝐶([𝑎על מרחב הפונקציות  𝑑2הנורמה מגדירה מטריקה  𝑏]). 

𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ( ה ∋ (𝑙2, ‖⋅‖). 

    –ה( נגדיר 

𝑙∞ ≔ {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … )|‖𝑥‖∞ = sup
𝑖∈ℕ
|𝑥𝑖| < ∞} 

 . מרחב של סדרות חסומות

𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎכעת  ∋ (𝑙∞, ‖⋅‖). 

 Sמרחב פונקציות חסומות על קבוצה    הכללה:

𝑙∞(𝑆) ≔ {𝑓: 𝑆 → ℝ|ℝ −  {𝑓(𝑆) חסום ב

‖𝑓‖∞ ≔ sup
𝑥∈𝑆
|𝑓(𝑥)| 

 מקרים פרטיים: 2

1 )𝑆 = ℕ אז נקבל את ,𝑙∞(ℕ) = 𝑙∞. 

2 )𝑆 = {1,2, … , 𝑛} אז נקבל את ,(ℝ𝑛, 𝑑𝑚𝑎𝑥). 

 

= כאןז(   𝑙2 "מרחב הילברט סדרתי": 

 הכללה הכי טבעית של מרחב אוקלידי )אבל בעל מימד אינסוף(.

𝑙2 ≔ {(𝑥1, 𝑥2, … )|𝑥𝑖 ∈ ℝ,∑ 𝑥𝑖
2∞

𝑖=1 < ∞} 

 מרחב ווקטורי עם חיבור וכפל בסקלר רגיל.

  – מכפלה פנימיתיש 
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〈𝑥, 𝑦〉 ≔∑𝑥𝑖𝑦𝑖

∞

𝑖=1

 

‖𝑥‖ ≔ √〈𝑥, 𝑥〉 = √∑𝑥𝑖
2

∞

𝑖=1

 

 דוגמאות נוספות לשיכונים איזומטריים

1 )ℝ𝑛 ↪ 𝑙2 :לפי 

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ↦ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 0, … ) 

 שיכון איזומטרי לינארי )לבדוק!(.זהו 

2 )(ℕ, 𝑑Δ) ↪ 𝑙2 :לפי 

𝑛 ⟼
𝑒𝑛

√2
 

 

 הערה:

 תכונות מאוד חשובות של שלמות: 2

ות נשמרת בקבוצות סגורות )אם מרחב הוא שלם, אז גם תת קבוצה סגורה שלו ( שלמ1

 (.לגבי מטקיקת הצמצום שלמה

,𝑌)( נניח 2 𝑑𝑌)  תת מרחב מטרי של(𝑋, 𝑑) אז אם .(𝑌, 𝑑𝑌)  שלם אז𝑌 ב  סגורה– 𝑋. 

 היא "סגורה בנוגע להתכנסות". ⇔היא סגורה  תת קבוצה רמז:

 דוגמה:

𝑋 = (ℤ, 𝑑𝑝) !מ"מ לא שלם 

𝑝לדוגמה עבור  = 3: 

𝑥𝑛 = 1 + 3 + 3
2 +⋯+ 3𝑛−1 

 . (רגולפרטים בת)   𝑋 –סדרת קושי שלא מתכנסת ב 
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 רציפות פונקציות

 

,𝑋)נניח  הגדרה )רציפות(: 𝑑) ,(𝑌, 𝜌)  מרחבים. פונקציה𝑓: 𝑋 → 𝑌  רציפה בנקודהנקראת 

𝒂 ∈ 𝑿 :אם 

∀𝜖 > 0 ∃𝛿 > 0: 𝑑(𝑎, 𝑥) < 𝛿 ⇒ 𝜌(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑥)) < 𝜖 

 נסמן:

𝑓 ∈ 𝐶(𝑋, 𝑌) 

𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑜𝑢𝑠 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 

𝑌אם  = ℝ  אז𝑓 ∈ 𝐶(𝑋). 

𝑓  כאשר רציפהנקראת ,𝑓   רציפה בכל נקודה𝑎 ∈ 𝑋. 

 usuniformly continuo   רציפה במידה שווה )במ"ש( 𝑓 –אומרים ש  הגדרה:

  –. ז"א 𝑎 –אין תלות ב  𝛿אם בבחירה של 

∀𝜖 > 0 ∃𝛿: 𝑑(𝑥1, 𝑥2) < 𝛿 ⇒ 𝜌(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2)) < 𝜖 

𝑓 ∈ 𝑈𝐶(𝑋, 𝑌)  

0( לגבי המקדם 𝐿𝑖𝑝𝑠𝑐ℎ𝑖𝑡𝑧) תנאי ליפשיץמקיימת  𝑓 –אומרים ש  הגדרה: < 𝑐 :אם 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋: 𝜌(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2)) ≤ 𝑐 ⋅ 𝑑(𝑥1, 𝑥2)  

 –נסמן 

𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑐(𝑋, 𝑌)  

  –כאשר 

𝐿𝑖𝑝(𝑋, 𝑌) =⋃𝐿𝑖𝑝𝑐(𝑋, 𝑌)

𝑐>0
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 תמיד:

𝐿𝑖𝑝(𝑋, 𝑌) ⊂ 𝑈𝐶(𝑋, 𝑌) ⊂ 𝐶(𝑋, 𝑌)  

 :מאנליזה פשוטות דוגמאות

𝑓(𝑥) = 𝑥2 , 𝑓: ℝ → ℝ 

 רציפה אבל לא במ"ש.

𝑓(𝑥) = √𝑥 , 𝑓: [0,1] → ℝ 

 רציפה במ"ש אבל לא ליפשיץ.

 

 )אבל לא ההפך ! תנו דוגמה(. 1כל שיכון איזומטרי פונקצית ליפשיץ עם מקדם  הערה:

                            

 

 

 

 

  –קיימת איזומטריה, נסמנה  אם  :הערה

(𝑋, 𝑑) ≃ (𝑌, 𝑑) 

 

 

 

 

 )מרחבים מטריים(.   Metr"  באוסף יחס שקילות"זהו 

1 )(𝑋, 𝑑) ≃ (𝑋, 𝑑)  .)פ' הזהות( 

2 )(𝑋, 𝑑) ≃ (𝑌, 𝜌) ⇐ (𝑌, 𝜌) ≃ (𝑋, 𝑑)  .)פ' הופכית( 

3 ) 

{
(𝑋1, 𝑑1) ≃ (𝑋2, 𝑑2)

(𝑋2, 𝑑2) ≃ (𝑋3, 𝑑3)
⇒ (𝑋1, 𝑑1) ≃ (𝑋3, 𝑑3)      (ההרכבה) 
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 הוכיחו שלא קיימת איזומטריה  תרגיל:

(ℤ, 𝑑5) ≄ (ℤ, 𝑑3) 

 דוגמאות:

1 )𝐿𝑖𝑝1(𝑋,ℝ) ∋ 𝑓𝐴: 𝑋 → ℝ :המוגדרת ע"י 

𝑓𝐴(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝐴) 

     אי שוויון שימוש ב הסבר:

|𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 , ∅ ≠ 𝐴 ⊂ (𝑋, 𝑑)⏟  
מרחב פ"מ

 

 

2 )𝐿𝑖𝑝1(𝐸, ℝ) ∋ 𝑓: 𝐸
‖⋅‖
 מרחב נורמי. 𝐸כאשר  ,(∞,0] →

𝑥 ↦ ‖𝑥‖ 

 הסבר:

|‖𝑢‖ − ‖𝑣‖| ≤⏟
𝑐=1

‖𝑢 − 𝑣‖ 

 במ"נ )מרחב נורמי( היא תמיד איזומטריה. הזזה( 3

𝑇𝑣: 𝐸 → 𝐸 

𝑇𝑣(𝑥) = 𝑣 + 𝑥 

𝑣 ∈ 𝐸 תון.וקטור נ 

 הסבר:

‖𝑇𝑣(𝑧) − 𝑇𝑣(𝑦)‖ = ‖(𝑣 + 𝑥) − (𝑣 + 𝑦)‖ = ‖𝑥 − 𝑦‖ 

 

,𝑌)נניח  (:𝑯𝒂𝒊𝒏𝒆משפט )עיקרון  𝜌), (𝑋, 𝑑)  מרחבים נתונים. אז עבור הפונקציה𝑓: 𝑋 → 𝑌 

 התנאים הבאים שקולים:

1 )𝑓 .רציפה 

2 )𝑓 כלומר,  שומרת על התכנסות(𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑎 ⇒ 𝑓(𝑥𝑛)

𝜌
→ 𝑓(𝑎).) 

 ( המקור של קבוצה פתוחה גם פתוח. ז"א,3
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∀𝑂 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌): 𝑓−1(𝑂) ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑) 

 

 קודם נדון כמה תוצאות.  !בהרצאה הבאה נוכיח 

,𝑑 -נניח ש  משפט )השוואת טופולוגיות(: 𝜌  מטריקות על אותה קבוצה𝑋 אז התנאים .

 הבאים שקולים:

1 )𝑡𝑜𝑝(𝜌) ⊆ 𝑡𝑜𝑝(𝑑). 

2 )𝑑  דומיננטי ביחס ל– 𝜌 ז"א .–  

𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑎 ⇒ 𝑥𝑛

𝜌
→ 𝑎 

 הוכחה:

 –הזהות"  נקציתנגדיר את "פו

(𝑋, 𝑑)
𝑖𝑑
→ (𝑋, 𝜌) 

𝑥 ↦ 𝑥 

 ונשתמש במשפט הקודם )עיקרון היינה(. 𝑓בתפקיד של 

𝑓 -כש  = 𝑖𝑑 אז ,𝑓−1(𝑂) = 𝑂 מעיקרון היינה יהיה  3. לכן תנאי– 

∀𝑂 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌): 𝑂 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑) 

⇒ 𝑡𝑜𝑝(𝜌) ⊆ 𝑡𝑜𝑝(𝑑) 

 בעיקרון היינה נותן לנו ישירות את התנאי השני במשפט שלנו. 2תנאי 

∎ 

 התנאים הבאים שקולים: תוצאה:

1 )𝑡𝑜𝑝(𝑑) = 𝑡𝑜𝑝(𝜌). 

2 )𝜌 ~ 𝑑. 

  הסבר:

 כיוונים במשפט הקודם. 2נובע מיד! 

 

 דוגמה:

𝑋( עבור 1 = ℝ𝑛: 
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𝑡𝑜𝑝(𝑑𝑚𝑎𝑥) = 𝑡𝑜𝑝(𝑑) = 𝑡𝑜𝑝(𝑑1) 

 כי:

𝑑𝑚𝑎𝑥 ~ 𝑑 ~ 𝑑1 

𝑋( עבור 2 = 𝐶[𝑎, 𝑏] (𝑎 < 𝑏:) 

𝑡𝑜𝑝(𝑑1) ⊊ 𝑡𝑜𝑝(𝑑𝑚𝑎𝑥) 

 :𝑑1 -דומיננטי ביחס ל  𝑑𝑚𝑎𝑥כי 

𝑑1 ≤ (𝑏 − 𝑎)𝑑𝑚𝑎𝑥 

 לכן לפי משפט ההשוואה נקבל שיש הכלה של הטופולוגיות.

,𝐶[𝑎 -ב  𝑓𝑛כי קיימת סדרה  כלה ממשהכעת, יש  𝑏] (𝑎 < 𝑏 וגם סדרה )𝑓  ב- 𝐶[𝑎, 𝑏]  כך

  –ש 

𝑓𝑛
𝑑1
→ 𝑓 , 𝑓𝑛 ↛

𝑑𝑚𝑎𝑥
𝑓 

 .[0,1] -ראינו דוגמה בהרצאה קודמת יותר ב 

 

 שאלה:

𝐴למצוא תת קבוצה  ⊂ 𝐶[0,1]  כך ש–  

𝐴 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑𝑚𝑎𝑥) 

𝐴 ∉ 𝑡𝑜𝑝(𝑑1) 


