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 חשבו את הגבולות הבאים: .1
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3ביט בפונקציה נ .4
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)הפונקציה  aלאילו ערכי  .א )f x 0רציפה בx  ? ,0באיזה סוג אי רציפות יש אחרתx ? 

0xראשית נחשב את הגבול בנקודה  : 
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 .הפונקציה רציפה, ואחרת ישנה אי רציפות סליקה 

)הפונקציה  aאילו ערכי ל .ב )f x 0גזירה בx  ? (0)'מהיf ?במקרים אלה 

0xב אם הפונקציה אינה רציפה שם , וודאי אינה גזירה. 

0xב לפי ההגדרהלכן נבדוק גזירות   כאשר ,
1
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0xגזירה ב fלכן   כאשר ,
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  (0)'והנגזרת בנקודה הינה 0f . 

  



(0)פונקציה רציפה בכל הממשיים כך ש fהי ת .3 1f   ולכלx  מתקיים כי( )f x x  
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)נעביר אגף ונביט בפונקציה  ) ( )h x f x x .פונקציה זו רציפה בכל הממשיים כסכום של רציפות . 

)מתקיים כי  xכל כעת ידוע כי ל ) 0h x   ולכן( )h x  בעלת סימן קבוע, אחרת לפי משפט ערך הביניים היא

 הייתה צריכה לחתוך את הציר.

(0)ש כיוון  (0) 0 1h f    נובע כי ,( ) 0h x   לכלx. 

)מתקיים כי  xכלומר, לכל  )f x x  ולכן לפי חצי סנדוויץ' ברור כיlim ( )
x

f x
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)הפונקציה  :במילים אחרות סיכום הפתרון) )f x  נמצאת מעל הפונקציהx  תה. ולעולם לא חותכת או 0בנקודה

 ולכן שואפת גם היא לאינסוף(. רציפות[לכן היא תמיד מעליה ]

)'וכיחו/הפריכו: הגזירה בכל הממשיים.  f כי ניח בנוסףנ .ב ) 1f x   לכלx   

גדולה מפונקציה שנייה, אפשר להסיק כי הנגזרת של  למעשה אנו שואלים האם בהנתן שפונקציה אחת תמיד

 הראשונה גדולה או שווה לשנייה.

)קל יותר להעביר אגף, ולשאול האם הפונקציה החיובית  ) 0h x   חייבת לקיים'( ) '( ) 1 0h x f x  . 

ולה, למשל אבל פונקציה חיובית לא צריכה להיות ע
xe .חיובית ויורדת 

): הפרכהמכאן מצאנו  ) xf x x e  אכן .( )f x x ,(0) 1f   וכמו כן'( ) 1 1xf x e  . 

  



, כך ש בכל הממשייםרציפה, גזירה וחיובית פונקציה  fהי ת .2
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(0)הוכיחו כי   .א 1f . 

0xגזירה ב fראשית   ולכן רציפה שם, כלומר 
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00כי קיימת נק'  בנוסףתון נ x  עבורה 0 0ln ( )f x x. 

)'עבורה  cהוכיחו כי קיימת נקודה  .ב ) ( )f c f c  

נביט בפונקציה נעביר אגף ו ( ) ln ( )h x f x x   הפונקציה מוגדרת כיוון שנתון כי(f .)חיובית 

(0)ידוע כי  ln(1) 0 0h    כמו כן ו
0( ) 0h x . 

h ולכן לפי משפט רול קיימת נקודה  רציפה וגזירה בכל הממשיים כצירוף של גזירות
00 c x   עבורה

'( ) 0h c . 
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5.  

0xלכל הוכיחו כי  .א   מתקייםln(1 )x x . 

0xיהי  . 

ln(1נפעיל את משפט לאגראנז' על הפונקציה הגזירה )ולכן רציפה(  )x  0]בקטע, ]x. 
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   נכפול במספר החיוביx  ונקבלln(1 )x x . 

המוגדרת ע"י נוסחת הנסיגה  naביט בסדרה נ .ב
1 ln(1 )n na a    ותנאי ההתחלה

1 1a . 

 מתכנסת ומצאו את גבולה. naהוכיחו כי הסדרה 

 ויון מסעיף א', שנכון לגבי מספרים חיוביים.אנו רוצים להשתמש באי השיו

 לכן נוכיח באינדוקציה כי הסדרה הזו חיובית.

1nעבור    מתקיים כי
1 1 0a   יהי .n  0עבורוna   1צריך להוכיח כי 0na  . 

אכן  1 ln 1 ln(1) 0n na a    . 

מתקיים כי  nכעת, לכל  1 ln 1n n na a a    פי סעיף א', כלומר מדובר בסדרה מונוטונית עולה.ל 

naחסומה, אזי היא מתכנסת לגבול סופי  naאם  L. 1, נובע כי 1כיוון שהסדרה עולה ומתחילה בL  . 

מתקיים  nכיוון שלכל 
1 ln(1 )n na a   נשאיף את שני הצדדים לאינסוף ונקבל כי , ln 1L L   בסתירה

 ולכןאינה חסומה, עולה שסדרה לכן מדובר ב לסעיף א'.
na . 


