
 הרצאה 4
 תזכורת

x אם לכל B קבוצה חלקית של Aשיעורים קודמים ראינו ש  A∈ מתקיים שx B∈.  

A,הגדרנו את המכפלה הקרטזית של  Bי " ע( ){ },A B a b a A b B× = ∈ ∧ ∈.  

  הגדרה
A של Rקבוצה חלקית  B× נקראת יחס מA ל B . אםA B= על מ אומרים שזה יחסA.  

)  את האיבר–סימון  ),a b R∈י " נסמן עaRb  

  דוגמאות

1 .{ } { }1,2,3 , 5,7,8A B= = ( ) ( ){ }1,7 , 3,8R Rמכיוון ש . = A B⊆   .B ל A הוא יחס מ R אז ×

2 .{ }1,2,3A = ( ){ },R x y A B x y= ∈ × ) ואז ≥ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1, 2 , 1,3 , 2, 2 , 2,3 , 3,3R = .

Rמכיוון ש  A A⊆ )מכיוון ש . A יחס מעל R אז × )1,2 R∈1שום  ניתן לר 2R.  

3 .{ }1,2,3A = R φ= יחס מעל A) מכיוון ש ) שנקרא היחס הריקA Aφ ⊆ ×.  

A Rעבור קבוצה כלשהי . 4 A A=   ) שנקרא היחס המלא (A יחס מעל ×
  יחס רפלקסיבי

) יחס רפלקסיבי אם Rנאמר ש . A יחס מעל R קבוצה כלשהי ויהי Aתהיי  ),a a R a A∈ ⇐ ∈.  

  דוגמאות
  : הוא יחס רפלקסיבי מכיוון שRבדוגמה הקודמת  .1

i. R הוא יחס מעל A. 
ii. { }1,2,3A ) ו = ) ( ) ( )1,1 , 2, 2 , 3,3R R R∈ ∈ aא לכל " ז∋ A∈ם  מתקיי( ),a a R∈. 

}תהיי  .2 }i i I
A A

∈
i, לכל -  Rנגדיר קבוצה .  משפחה של קבוצות= j I∈ 

( ),i j i jA A R A A∈ ⇔ ⊆. 

i. R הוא יחס מעל A. 
ii. וון שלכל קבוצה מכיB מתקיים B B⊆ נקבל שלכל i I∈ ( ),i iA A R∈.  

  יחס סימטרי 

) יחס רפלקסיבי אם Rנאמר ש . A יחס מעל R קבוצה כלשהי ויהי Aתהיי  ) ( ), ,b a R a b R∈ ⇐ ∈.  

  דוגמאות

1 .{ }1,2A =   

i. ( ){ }1 1,1R  . יחס סימטרי=

ii. ( ){ }2 1, 2R ) לא יחס סימטרי מכיוון ש = )1,2 R∈בל  א( )2,1 R∉. 

iii. ( ) ( ){ }3 1, 2 , 2,1R  . יחס סימטרי=

iv. היחס הריק הוא יחס סימטרי. 
v. היחס המלא הוא יחס סימטרי. 

  יחס טרנזיטבי
 יחס רפלקסיבי אם R ש נאמר. A יחס מעל R קבוצה כלשהי ויהי Aתהיי 

( ) ( ) ( ), , ,a c R b c R a b R∈ ⇐ ∈ ∧ ∈.  

  דוגמה

}תהיי  }i i I
A A

∈
i, לכל -  Rנגדיר קבוצה .  משפחה של קבוצות= j I∈ ( ),i j i jA A R A A∈ ⇔ ⊆.  



,ות מכיוון שלכל שלוש קבוצ ,A B C מתקיים A C A B B C⊆ ⇐ ⊆ ∧ ⊆ 
  יחס שקילות

ימטרי ס,  יחס שקילות אם הוא רפלקסיביRנאמר ש . A יחס מעל R קבוצה כלשהי ויהי Aתהיי 
  .וטרנזיטיבי

  דוגמאות
  .סימטרי וטרנזיטיבי ולכן הוא יחס שקילות, היחס המלא הוא יחס רפלקסיבי .1
 .היחס הריק לא סימטרי ולכן הוא לא יחס שקילות .2
}תהיי  .3 }1,2,3,4A } ותהיינה = } { } { }1 2 31,4 , 3 , 2A A A= = נסמן . A תתי קבוצות של =

{ }1,2,3I ):  באופן הבאA מעל Rנגדיר יחס = ) }{ , : i iR a b A A i I a A b A= ∈ × ∃ ∈ ∈ ∧ ∈ 

)ואז  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1, 4 , 4,1 , 4,4 , 2, 2 , 3,3R : שימו לב.  הוא יחס שקילותR: שימו לב. =

1 1 2 2 3 3 i i
i I

R A A A A A A A A
∈

= × ∪ × ∪ × = ×∪ 

 
}האם נוכל לבנות יחס שקילות מכל משפחה של תתי קבוצות של  }1,2,3,4A =?  

}תהיינה  } { }1 21,3 , 2A A= בדוגמה הקודמת נקבל  כפי שבנינו אותה R שימו לב שאם נבנה את הקבוצה =

)ש  ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1,3 , 3,1 , 3,3 , 2,2R = .R לא רפלקסיבי מכיוון ש( )4,4 R∉.  

  :ל לדוגמה הקודמת הוא"ההבדל בין הדוגמה הנ

iבדוגמה הקודמת 
i I

A A
∈

iל " ובדוגמה הנ∪=
i I

A A
∈

≠∪.  

iואם ניקח משפחה של תתי קבוצות המקיימת 
i I

A A
∈

=∪?  

}נה תהיי } { } { }1 2 31,3 , 3,4 , 2A A A= =  ואז =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1,3 , 3,1 , 3,3 , 3, 4 , 4,3 , 4, 4 , 2,2R ) שימו לב ש = ) ( )1,3 3, 4R R∈ ∧ ∈ 

)אבל  )1,4 R∉ ולכן Rלא יחס טרנזיטיבי ולכן לא יחס שקילות .  

1: שימו לב? ומה ההבדל במקרה זה 2A A φ∩ ≠.  

  חלוקה

} Aקבוצה של תתי קבוצות לא ריקות של קבוצה  }i i I
A

∈
  : אםA נקראת חלוקה של 

1 .i
i I

A A
∈

=∪.  

2 .i jA A i jφ∩ ≠ ⇒ =.  

  דוגמה

A = ℕ ,1 22 , 2 1A A= = −ℕ ℕ אז { }1 2,A A חלוקה של A.  

  מחלקת שקילות

a ויהי A יחס שקילות מעל Rיהי  A∈ הקבוצה ( ){ },b A a b R∈  aלקת השקילות של  נקראת מח∋

]י "ומסומנת ע ]R
a.  

  דוגמה

)נתבונן ביחס  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1, 4 , 4,1 , 4,4 , 2, 2 , 3,3R } מעל = }1,2,3,4A =.  

[ ] { } [ ] { } [ ] { }1 1,4 , 2 2 , 3 3
R R R

= = =.  

  



  משפט
  :הטענות הבאות שקולות

]. א ] [ ]a b=.  

]. ב ]a b∈.  

]. ג ] [ ]a b φ∩ ≠.  

  הוכחה

   ב⇐א 

]נתון ש  ] [ ]a b= מכיוון ש R יחס שקילות אז הוא יחס רפלקסיבי ולכן ( ),a a R∈ ועל פי הגדרת מחלקת 

]ות נקבל ש שקיל ]a a∈ מכיוון ש [ ] [ ]a b=נקבל את הדרוש .  

   ג⇐ב 

]נתון ש  ]a b∈ מכיוון ש R יחס שקילות אז הוא יחס רפלקסיבי ולכן ( ),a a R∈ ועל פי הגדרת מחלקת 

]שקילות נקבל ש  ]a a∈ ולכן [ ] [ ]a a b∈ ∩.  

   א⇐ג 

]נתון ש  ] [ ]a b φ∩ xא שקיים " ז≠ A∈ כך ש [ ] [ ]x a x b∈ ∧ נקבל ש  ומהגדרת מחלקת שקילות ∋

( ) ( ), ,a x R b x R∈ ∧ ) יחס סימטרי נקבל ש R מכיוון ש ∋ ),x a R∈ ומכיוון ש R יחס טרנזיטיבי 

)נקבל ש  ),b a R∈.  

] יהי  ]y a∈שקילות  על פי הגדרת מחלקת ( ),a y R∈ מכיוון ש ( ),b a R∈ ו R יחס טרנזיטיבי נקבל ש 

( ),b y R∈ ועל פי הגדרת מחלקת שקילות [ ]y b∈א " ז[ ] [ ]a b⊆.  

]הוכיח ש באותו אופן ניתן ל ] [ ]b a⊆ולקבל את הדרוש .  

  מסקנה 

]אזי , A יחס שקילות על Rיהי  ]{ }:
R

a a A∈ הוא חלוקה של A.  

  י החלוקה"היחס המושרה ע

}  יהי : }iA i I∈ של חלוקה A ,אזי ( )i i
i I

R A A
∈

=  היחס לו קוראים. A על שקילות יחס הוא ∪×

  .החלוקה י"ע המושרה
  הוכחה

a יהי –רפלקסיביות  A∈ מכיוון ש { : }iA i I∈ חלוקה של A מתקיים i
i I

A A
∈

iא " ז∪=
i I

a A
∈

 ולכן ∪∋

iקיים  I∈ כך ש ia A∈ מכיוון ש ( )i i
i I

R A A
∈

= ) נקבל ש ∪× ),a a R∈.  

) יהי –סימטריות  ),a b R∈ מכיוון ש ( )i i
i I

R A A
∈

= ) אז ∪× ), ( )i i
i I

a b A A
∈

∈ iא קיים " ז∪× I∈ כך ש 

i ia A b A∈ ∧ ) ולכן ∋ ), i ib a A A∈ ) ומכיוון ש × )i i
i I

R A A
∈

= ) נקבל ש ∪× ),b a R∈.  

) נניח ש –טרנזיטיביות  ) ( ), ,a b R b c R∈ ∧ ) מכיוון ש ∋ ),a b R∈ ו ( )i i
i I

R A A
∈

= i קיים ∪× I∈ כך 

iש  ia A b A∈ ∧ )מכיוון ש . ∋ ),b c R∈ קיים j I∈ כך ש j jb A c A∈ ∧ קיבלנו ש . ∋

i j i jA A b A Aφ∩ ≠ ⇐ ∈ } מכיוון ש ∩ : }iA i I∈ חלוקה של A נקבל ש i j=.  



iכ קיבלנו שקיים "סה I∈ כך ש i ia A c A∈ ∧ i ולכן קיים ∋ I∈ כך ש ( ), i ia c A A∈  ומכיוון ש ×

( )i i
i I

R A A
∈

= ) נקבל ש ∪× ),a c R∈.  

  מסקנה
  .A לבין יחסי השקילות על Aקיימת התאמה בין החלוקות של 

  דוגמה

Ni לכל }תהי ∋ }1: +<≤∈= ixiRxAi  .האוסף { }NiAi  היחס. הממשיים של חלוקה הוא :∋

x הוא המושרה y=       של השלם החלק, שפירושו x של השלם לחלק שווה מלמטה y מלמטה. 

  קבוצת המנה
  . נתבונן בחלוקה המושרת מהיחסRעבור יחס שקילות 

Aי "קבוצת הנציגים נקראת קבוצת המנה ותסומן ע. עבור כל קבוצה כזאת נבחר נציג
R.  

  דוגמה

a,יהיו  b ∈ℤ ויהי m אז 1 מספר טבעי הגדול מ ( )moda b m= אם ורק אם קיים מספר k ∈ℤ כך ש 

a b k m= + ⋅.  

a,יחס השקילות מודולו  b ∈ℤהוא היחס הבא  :( ) ( ){ }, , modmR a b a b a b m= ∈ ∧ =ℤ.  

  : הם3Rת השקילות של מחלקו

[ ] { }
[ ] { }
[ ] { }

3

3

3

0 ..., 6, 3,0,3,6,0...

1 ... 5, 2,1,4,3,0...

2 ..., 4, 1,2,5,...

R

R

R

= − −

= − −

= − −

  

}: נבחר מכל מחלקת שקילות נציג ונקבל את קבוצת המנה }3 0,1, 2=ℤ.  

 
  
  
  
 


