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. תהי µהינה רציפה בהחלט ביחס ל  νהינן מידות חיוביות סיגמא סופיות כך ש  νו  µנניח כי  .1
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 פתרון: 

νמהנתון כי   .א µ  נובע כיρ µ עפ"י משפט רדון ניקודים נובע כי לכל . A מדידה
 מתקיים
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כך ש  Eנניח בשלילה ש א' אינו מתקיים. אזי קיימת בהכרח קבוצה מדידה 
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 מדידה נובע כי  Aמדידה. מכאן שעבור כל 
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1fלכן נובע כי   g+  .  ρכב"מ  =
 

)קודם כל נתחיל בהערה, ע"י קירוב של פונקציות פשוטות נראה כי אם  .ג )z x  פונקציה

zdνמדידה אזי נובע כי אם  < zdµוגם  ∫∞ < zdאזי  ∫∞ zfdµ ρ=∫ וגם  ∫

zd zgdν ρ=∫ d. לכן נסמן לפעמים ∫ gdν ρ=  . ,עפ"י משפט רדון ניקודים והנתון

)כך ש  hנובע כי קיימת פונקציה חיובית  ) 1AA hdν µ=  מדידה. מצד שני   Aלכל  ∫
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0εאם ורק אם לכל  µהינה רציפה בהחלט ביחס למידה  νמידה סופית. הוכיחו כי  νתהי  .2 קיים  <

0δ )כך שאם  < )Aµ δ<  אזי( )Aν ε<  לכל קבוצה מדידהA  הדרכה : לצד השני, הניחו) .

2בשלילה כי לכל  kδ )כך ש  nAקיימת   =− ) 2 k
nAµ )אבל  >− )nAν ε>  הסתכלו על הקבוצה .
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). מה המידה של   )kEµ  כאשרk∞←  מה המידה של ?( )kEν  כאשרk∞←? 

 
 פתרון: 

)מדידה אזי אם   A: תהי  ⇒ ) 0Aµ )אזי ברור כי  = )Aν ε<  0לכלε )ולכן   < ) 0Aν = 

2נניח בשלילה כי לכל :  ⇐ kδ )כך ש  nAקיימת   =− ) 2 k
nAµ )אבל  >− )nAν ε> נסתכל על .
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)אזי נובע כי   ) 0kEµ . לעומת  =

)סופית, נובע כי  νזאת, מכיוון ש  )kEν < ולכן עפ"י רציפות המידה נובע כי  ∞

( ) ( )lim kE Eν ν=  אבל .( )kEν ε>  ולכן( )Eν ε>  בסתירה לנתון כיν  הינה רציפה בהחלט
 . µביחס למידה 

 

 

µשתי מידות חיוביות כך ש  νו  µיהיו  .3 ν  וgdµ ν=  הראו כי אם .f  פונקציה אינטגרבילית
 ומתקיים νאזי היא אינטגרבילית ביחס למידה  µביחס למידה 
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fפתרון: נרשום  f f+ −= f. נקרב את  + ndכך ש  nϕע"י פונקציות פשוטות  + fdϕ µ µ↑∫ . נשים  ∫

1לב כי עבור כל פונקציית אינדיקטור מתקיים  1A Afd dν µ=∫ . ולכן הדבר נכון גם עבור פונקציות  ∫
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)הוכיחו כי הפונקציה  תרגיל: .4 )
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1sinפתרון: צריכים לתפוס את התנודות של הפונקציה. 
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Nוכאשר   הוא אינסוף. sup-מקבלים טור מתבדר. מכאן ה ∞→

 


