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אינטגרביליות רימן אשר מתכנסות נקודתית ועולות חיוביות   nf תנו דוגמא לסדרה של פונקציות .1

ט ההתכנסות שפחסומה אך איננה אינטגרבילית רימן. תרגיל זה מראה כי מ fלפונקציה 
 המונוטונית ומשפט ההתכנסות החסומה איננו תקף עבור אינטגרלי רימן.

 

}בסדרה  ∩[0,1]ונסדר את  [0,1]נסתכל על הקטע פתרון:  }nq  נגדיר את הפונקציות .
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מתכנסת לפונקצית דריכלה. כמו כן, עפ"י משפט שלמדנו פונקציה   nfברור כי נקודתית, הסדרה 

. אבל פונקצית nאינטגרבילית לכל  nfהינה אינטגרבילית רימן אמ"מ היא רציפה כב"מ. ולכן 
ה באף נקודה ולכן איננה אינטגרבילית רימן. מכאן שקיימת סדרה של פונקציות דריכלה איננה רציפ

 אינטגרביליות רימן המתכנסות מונוטונית לפונקציה חסומה אך הפונקציה איננה אינטגרבילית .

 

:יה מצאו פונקצ .2 (0,1]f →  רימן הלא אך כך שהאינטגרל  לבגרציפה ולא אינטגרבילית

אמיתי שלה קיים. כלומר, אנו רוצים ש 
1

0

f dm = )אבל ש   ∫∞ )( ,1]
0

lim 1 a
a

R f
+→

 קיים. 

נסתכל על הפונקציה פתרון: 
1 1sinf
x x

. [0,1)בקטע   =

1 1111

20 0 0
1 11

1sin sin cos coslim lim lim
y a aax

a a a
a

y yxdx dy dy
x y y y+ + +

=

→ → →

 
 = = − −
 
 

∫ ∫ ∫  

אבל ברור כי 
( )

1

0
1

cos
lim 0

a

a

y
y+→

− וגם כי  =
1 1

2 2 20 0
1 1 1

cos 1 1lim lim
a a

a a

ydy dy dy
y y y+ +

∞

→ →
≤ = < ∞∫ ∫ ולכן  ∫

 . םיל קירהאינטג

0aלעומת זאת, לכל  )בקטע רציפה   f הפונקציה < ,1)a גרבילית רימן טולכן נובע כי היא אינ
א שווה והעובדה שכאשר אינטגרל רימן קיים אזי הו ולבג . עפ"י משפט ההתכנסות המונוטונית

 נובע כי  לאינטגרל לבג
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 נובע כי  סדרה שמתכנסת לאינסוף מכיוון שהגבול קיים לכל
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לאינסוף ונקבל כי הטור מתבדר ולכן  Mנשאיף את 
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