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 תזכורת

:𝑇יהי  𝑉 → 𝑉 כך ש  לינאריופרטור א- 𝑝𝑇(𝑥)  מתפרק לגורמים לינאריים. אזי𝑇  ניתן ללכסון אם

𝑚𝜆, מתקיים: 𝑇של  𝜆ורק אם לכל ערך עצמי  = 𝑘𝜆.  

 תזכורת

:𝑇יהי  𝑉 → 𝑉  כך ש  נורמליאופרטור- 𝑝𝑇(𝑥)  מתפרק לגורמים לינאריים. אזי𝑇  ניתן ללכסון

𝐴 -, כך ש 𝑉של  𝐵 אורתונורמלי, ז"א, קיים בסיס אוניטרי = [𝑇]𝐵  אלכסוניתהיא מטריצה. 

 לכסון אוניטרי למטריצות

ניתנת ללכסון אוניטרי  𝐴מתפרק לגורמים לינאריים, אזי  𝑝𝐴(𝑥) -מטריצה נורמלית כך ש  𝐴תהי 

𝐷 -כך ש  𝑃 אוניטריתקיימת מטריצה ז"א,  = 𝑃−1 ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃  אלכסוניתמטריצה. 

 הוכחה

:𝑇נגדיר אופרטור  𝔽𝑛 → 𝔽𝑛  ע"י𝑇(𝑥) = 𝐴 ⋅ 𝑥. 

𝐵[𝑇], אזי: 𝔽𝑛בסיס עבור  𝐵אם  = 𝐴. 

 נורמלית. 𝐴נורמלי, שכן  𝐵 .𝑇נבחר בסיס אורתונורמלי 

𝐴̃ -כך ש  𝐵̃ים בסיס אורתונורמלי ניתן ללכסון אוניטרי, ז"א, קי 𝑇לכן,  = [𝑇]𝐵̃  מטריצה

 אלכסונית.

𝐴̃ = 𝑃−1 ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃 כש ,– 𝑃  מטריצת המעבר מ- 𝐵  ל- 𝐵̃ משום ש .- 𝐵, 𝐵̃  בסיסים

 היא מטריצה אוניטרית.   𝑃אורתונורמליים, 

∎ 

 הערה

 אופרטור נורמלי. 𝑇 –ריים ו מתפרק לגורמים לינא 𝑝𝑇(𝑥)ניתן ללכסון אוניטרי, אז  𝑇אם 

 הוכחה

𝑇  ניתן ללכסון אוניטרי, לכן בפרט𝑇  ניתן לשילוש, לכן𝑝𝑇(𝑥) .מתפרק לגורמים לינאריים 

𝑇  ניתן ללכסון אוניטרי, לכן קיים בסיס אורתונורמלי𝐵̃  כך ש- 𝐴 = [𝑇]𝐵̃ .מטריצה אלכסונית 

∗𝐴̃אזי, גם  = 𝐴̅̃ מטריצה אלכסונית. 



 14.1.2016 23רצאה ה ערכים עצמיים של אופרטורים מיוחדים
 יהונתן רגבנכתב על ידי  לכסון ושילוש אוניטרי

 
 

2 
 

בסיס  𝐵̃ -מטריצה נורמלית, לכן, משום ש  𝐴̃כל שתי מטריצות אלכסוניות מתחלפות, ז"א, 

 אופרטור נורמלי. 𝑇אורתונורמלי, 

∎ 

 בלשון מטריצות

מטריצה  𝐴 –מתפרק לגורמים לינאריים ו  𝑝𝐴(𝑥)ניתנת ללכסון אוניטרי אם ורק אם  𝐴מטריצה 

 נורמלית.

 הוכחה

𝐴 יטרי, לכן בפרט ניתנת ללכסון אונ𝐴  ניתנת לשילוש, ואז𝑝𝐴(𝑥) .מתפרק לגורמים לינאריים 

𝐴  ניתנת ללכסון אוניטרי, לכן קיימת מטריצה אוניטרית𝑃  כך ש- 𝑃∗ ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃  ,משולשת עליונה

 כלומר:

𝐴̃ = 𝑃∗ ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃 = 𝐷 

𝑃 :אוניטרית, לכן 

𝑃 ⋅ 𝑃∗ = 𝑃∗ ⋅ 𝑃 = 𝐼 

 :י הגדרת מטריצה הפיכה"עפ

𝑃∗ = 𝑃−1 

⇓ 

𝐴̃ = 𝑃−1 ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃 = 𝐷 

 מתקיים: כעת,

𝐷 = 𝑃∗ ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃 

 וכן:

𝐷∗ = 𝐷𝑡̅̅ ̅ = 𝐷̅ 

 נחשב:

𝐷∗ = (𝑃∗ ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃)∗ 

 :מטריצה משוחלפת ומטריצה צמודהי תכונות "עפ
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𝐷∗ = 𝑃∗ ⋅ 𝐴∗ ⋅ (𝑃∗)∗ 

𝐷∗ = 𝑃∗ ⋅ 𝐴∗ ⋅ 𝑃 

𝐷  מטריצה אלכסונית וכן𝐷∗ = 𝐷̅:לכן , 

𝐷 ⋅ 𝐷∗ = 𝐷∗ ⋅ 𝐷 

⇓ 

𝑃∗ ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃 ⋅ 𝑃∗⏞  
=𝐼

⋅ 𝐴∗ ⋅ 𝑃 = 𝑃∗ ⋅ 𝐴∗ ⋅ 𝑃 ⋅ 𝑃∗⏞  
=𝐼

⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃 

𝑃∗ ⋅ 𝐴 ⋅ 𝐴∗ ⋅ 𝑃 = 𝑃∗ ⋅ 𝐴∗ ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃 

 :מימין ∗𝑃 -ב נכפיל ומשמאל  𝑃 –ב נכפיל 

𝑃 ⋅ 𝑃∗⏞  
=𝐼

⋅ 𝐴 ⋅  𝐴∗ ⋅ 𝑃 ⋅ 𝑃∗⏞  
=𝐼

= 𝑃 ⋅ 𝑃∗⏞  
=𝐼

⋅ 𝐴∗ ⋅  𝐴 ⋅ 𝑃 ⋅ 𝑃∗⏞  
=𝐼

 

𝐴 ⋅ 𝐴∗ = 𝐴∗ ⋅ 𝐴 

 נורמלית. 𝐴לכן, 

∎ 

 הערה

𝔽אם  = ℂ,  אזי התנאי𝑝𝑇(𝑥)  מתפרק לגורמים לינאריים הוא ריק, ז"א, הוא מתקיים לכל

 )ולכל פולינום(. 𝑇אופרטור 

𝔽נתבונן במקרה  = ℝ. 

 משפט

:𝑇יהי  𝑉 → 𝑉  אזי צמוד לעצמואופרטור .𝑇 ז"א, קיים בסיס ניתן ללכסון אורתוגונלי ,

𝐴 -כך ש  𝑉עבור  𝐵אורתונורמלי  = [𝑇]𝐵 .מטריצה אלכסונית 

 הוכחה

בתור פולינום מרוכב, אז כמו כל פולינום מרוכב )עפ"י  𝑝𝑇(𝑥) -. אם נתבונן ב 𝑝𝑇(𝑥) -ב נתבונן 

 המשפט היסודי של האלגברה( הוא מתפרק לגורמים לינאריים.
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𝑝𝑇(𝑥) = (𝑥 − 𝜆1)⋯ (𝑥 − 𝜆𝑛) כל .𝜆𝑖  הוא ערך עצמי של𝑝𝑇(𝑥) לכן, כל ,𝜆𝑖  הוא ממשי )עפ"י

נורמלי, נקבל  𝑇 –ומשום ש , ℝמתפרק לגורמים לינאריים מעל  𝑝𝑇(𝑥)(. לכן, 22שפט מהרצאה מ

 את התוצאה ממשפט על לכסון אוניטרי.

∎ 

 משפט

, ז"א, קיימת מטריצה ללכסון אורתוגונליניתנת  𝐴. אזי, סימטרית ממשיתמטריצה  𝐴תהי 

𝐷 -ש  כך 𝑃 אורתוגונלית = 𝑃−1 ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃  אלכסוניתמטריצה. 

 הוכחה

 תרגיל!

 משפט

 מטריצה סימטרית. 𝐴ניתנת ללכסון אורתוגונלי, אזי  𝐴אם 

 הוכחה

𝑃 ⋅ 𝑃∗ = 𝑃∗ ⋅ 𝑃 = 𝐼 

𝑃𝑡 = 𝑃𝑡̅̅ ̅ = 𝑃∗ = 𝑃−1 

𝐷 = 𝑃𝑡 ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃 

𝐷𝑡 = (𝑃𝑡 ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃)𝑡  

𝐷𝑡 = 𝑃𝑡 ⋅ 𝐴𝑡 ⋅ (𝑃𝑡)𝑡 

𝐷𝑡 = 𝑃𝑡 ⋅ 𝐴𝑡 ⋅ 𝑃 

 :מתקיים

𝐷𝑡 = 𝐷 

 :לכן

𝑃𝑡 ⋅ 𝐴𝑡 ⋅ 𝑃 = 𝑃𝑡 ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃 

𝑃 ⋅ 𝑃𝑡⏞  
=𝐼

⋅ 𝐴𝑡 ⋅ 𝑃 ⋅ 𝑃𝑡⏞  
=𝐼

= 𝑃 ⋅ 𝑃𝑡⏞  
=𝐼

⋅ 𝐴 ⋅ 𝑃 ⋅ 𝑃𝑡⏞  
=𝐼
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𝐴𝑡 = 𝐴 

 ימטרית.ס  𝐴 לכן,

∎ 

 הערה

נורמלית אם ורק  𝐴מתפרק לגורמים לינאריים. אזי:  𝑝𝐴(𝑥) -מטריצה ממשית כך ש 𝐴 –נניח ש 

 סימטרית. 𝐴אם 

 הוכחה

 בפרט נורמלית. 𝐴סימטרית אז  𝐴אם 

ניתנת ללכסון אורתוגונלי,  𝐴מתפרק לגורמים לינאריים,  𝑝𝐴(𝑥) -ית, אז משום ש נורמל 𝐴אם 

 סימטרית. 𝐴 –ולכן, לפי הערה הקודמת 

∎ 

 הערה

, הטענה הקודמת אינה מתקיימת, כלומר, קיימות דוגמאות של מטריצות 𝑝𝐴(𝑥)ללא ההנחה על 

 .נורמליות שאינן סימטריותממשיות 

 דוגמה

𝐴 = (
0 1
−1 0

) 

 :סימטרית 𝐴האם נבדוק 

𝐴𝑡 = (
0 −1
1 0

) = −𝐴 

 .(סימטרית – אנטי 𝐴 וכן) אינה סימטרית 𝐴 מכאן,

 :תנורמלי 𝐴האם נבדוק 

𝐼 = {
𝐴 ⋅ 𝐴𝑡 = 𝐴 ⋅ (−𝐴) = −𝐴2

𝐴𝑡 ⋅ 𝐴 = (−𝐴) ⋅ 𝐴 = −𝐴2
 

 נורמלית. 𝐴 מכאן,
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  נורמלית, אך אינה סימטרית. 𝐴 :לכן

∎ 

 )פירוק ספקטרלי( משפט

:𝑇יהי  𝑉 → 𝑉  נניח ש נורמליאופרטור .- 𝑝𝑇(𝑥)  .מתפרק לגורמים לינאריים 

,𝜆1יהיו  ⋯ , 𝜆𝑠  ערכים עצמיים שונים של𝑇 נסמן .𝑉𝑖 = 𝑉𝜆𝑖  המרחב העצמי של𝑇  המתאים לערך

 .𝜆𝑖העצמי 

𝑉אזי:  = 𝑉1⊕⋯⊕𝑉𝑠נוסף , וב𝑉𝑖 ⊥ 𝑉𝑗  1לכל ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑠. 

 הוכחה

 .𝑇הפירוק לסכום ישר נובע מהלכסון של 

𝑉𝑖 ⊥ 𝑉𝑗 ניקח :𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉𝑗 משום ש .- 𝜆𝑖 ≠ 𝜆𝑗 (: 22, נקבל )לפי משפט מהרצאה𝑣𝑖 ⊥ 𝑣𝑗. 

∎ 

 

 


