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 ארי ולידור אלדבח-רועי בן: מתרגלים

 הסבר

לאחר מכן נשתמש . בתרגיל זה אנו נוכיח מספר טענות חשובות לגבי הסגור הטרנזיטיבי ונוכיח אותן

. עם סוגרייםומספור  באדוםרגיל מופיעות שאלות שיעורי הבית לאורך הת. בכלי החדש שפיתחנו

 :וגמהד

 .לכל סיר יש מכסה: הוכיחו או הפריכו (0)

 .את השאלות במספור זה עליכם לפתור ולהגיש במועד הגשת תרגיל בית זה

 הסגור הטרנזיטיבי -תרגיל מודרך

)מסומן , Rהסגור הטרנזיטיבי של . Aעל קבוצה  Rיהי יחס  -הגדרה )tc R , מוגדר להיות היחס

 .Rהמכיל את  Aעל קטן ביותר הטרנזיטיבי ה

אינה מראה דרך  ההגדרה, בנוסף. לא עולה מין ההגדרה כי בכלל קיים סגור טרנזיטיבי לכל יחס

של הסגור הטרנזיטיבי והן בנייה  כיח הן את קיומותרגיל אנו נובמהלך ה. מפורשת לבנות אותו

 .קונסטרוקטיבית שלו

 1למה 

}תהי  }i i IR  של יחסים טרנזיטיביים על קבוצה  לא ריקה קבוצהA . הוכיחו כיi
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

הוא יחס  

 .Aטרנזיטיבי על הקבוצה 

 .5הוכיחו את למה  (5)

 :נגדיר(. הם קבוצות Fכל איברי )קבוצה לא ריקה של קבוצות  Fתהי  :תזכורת
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 1 טענה

 :נגדיר. Aיחס על קבוצה  Rיהי 

: { | , }B T A A T is transitive T R    

)כלומר , Rהוא הסגור הטרנזיטיבי של  Bאזי  )tc R B. 

נשים . היא אכן קבוצה לא ריקה של קבוצות Bכלומר ש, Bקודם כל נוודא כי אכן מוגדר  :הוכחה

Rלב כי  A A  (לפי הגדרת היחס) , וכיA A  הוא יחס טרנזיטיבי עלA . לכןA A B  

 .אינה ריקה Bובפרט 



הוא  Bברור ש. Rהוא היחס הטרנזיטיבי המינימלי המכיל את  Bלהראות כי עכשיו עלינו 

 . לכן נותר להראות מינימליות. 5יחס טרנזיטיבי כמסקנה מלמה 

לכל יחס , כלומר. Rביותר המכיל את  הוא היחס הטרנזיטיבי הקטן B: הוכיחו (2)

Rשמקיים  Aעל  Tטרנזיטיבי  T , מתקייםB T. 

ולכן מההגדרה הוא הסגור  Rר המכיל את הוא היחס הטרנזיטיבי הקטן ביות Bעתה 

 .Rהטרנזיטיבי של 

 .ל.ש.מ

 .קיים סגור טרנזיטיבי Rלכל יחס  :מסקנה

חות נמצא בנייה מפורשת שלו אשר תעזור לנו בהוכ, עתה משאנו יודעים כי הסגור הטרנזיטיבי קיים

הבנייה תהייה אינדוקטיבית כאשר הרעיון מאחורי הבנייה הוא שבכל שלב אנו מוסיפים את . לגביו

 .הזוגות ההכרחיים על פי טרנזיטיביות

 :נגדיר באינדוקציה. Aעל קבוצה  Rיהי יחס  -הגדרה
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 2טענה 

אזי מתקיים . Aעל קבוצה  Rיהי יחס 
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בעצם עלינו להוכיח כי : הוכחה
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כלומר שהוא היחס , ר הטרנזיטיביוגדרת הסמקיים את הג 

 .Rהטרנזיטיבי הקטן ביותר שמכיל את 

הוכיחו כי  (3)
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 .Aהוא יחס טרנזיטיבי על  

מכיל גם את  Rשכל יחס טרנזיטיבי המכיל את , כלומר. עתה נותר להוכיח מינימליות
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לשם . 

Rהוא יחס טרנזיטיבי המקיים  Tכך נניח כי  T . נוכיח באינדוקציה כי לכלn  טבעי מתקיים

nR T: 

1nמקרה   :כיוון ש, במקרה זה הטענה ברורה
1R R ולכן כיוון ש, מההגדרהR T  מהנתון

1Rמתקיים  T. 

nRעתה נניח כי  T , 1ונוכיח כיnR T . 

nRכלומר שאם נתון , הוכיחו את שלב המעבר (4) T  1אז מתקייםnR T . 



nR, טבעי nבכך הוכחנו שלכל  T .  לכן מהגדרת האיחוד נובע
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



 ,כנדרש. 

 .ל.ש.מ

נוכל להשתמש בבנייה זו להוכחת טענות שונות , משמצאנו בנייה מפורשת לסגור הטרנזיטיבי, עתה

 :נה הבאהכמו בטע, לגביו

 3טענה 

)אזי . Aיחס רפלקסיבי וסימטרי על קבוצה  Rיהי  )tc R  הוא יחס שקילות על הקבוצהA. 

)החלקים הפשוטים בהוכחה הם ההוכחות ש :הוכחה )tc R הוא יחס רפלקסיבי וטרנזיטיבי. 

)הוכיחו כי במקרה זה  (1) )tc R הוא יחס רפלקסיבי וטרנזיטיבי. 

)עתה נעבור להוכחה כי  )tc R נוכיח את הטענה הזו באינדוקציה על הבנייה . הוא יחס סימטרי

)המפורשת של  )tc R. 

, טבעי nלכל  :טענת עזר
nR הוא יחס סימטרי עלA. 

 .הוכיחו את טענת העזר (6)

עתה משהוכחנו את טענת העזר קל לראות כי 
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יהי : גם הוא סימטרי 
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)טבעי כך ש nיחוד קיים מהגדרת הא , ) na b R ,עתה כיוון ש
nR  סימטרי נקבל כי( , ) nb a R ,

ולכן גם 
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b a R

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 ,עתה כיוון ש. כנדרש
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 ,( )tc R סימטרי. 

)בכך הוכחנו כי  )tc R סימטרי וטרנזיטיבי ולכן הוא יחס שקילות על , רפלקסיביA. 

 .ל.ש.מ

)אזי , Aיחס רפלקסיבי וסימטרי על קבוצה  Rיהי  :מסקנה )tc R  הוא יחס השקילות הקטן ביותר

 .Rשמכיל את  Aעל ( ביחס להכלה)

)הוכחנו כי  :הוכחה )tc R נותר להוכיח כי הוא הקטן ביותר שמכיל את , יחס שקילותR. 

)עתה כיוון ש. טרנזיטיבי Tאזי מההגדרה , Rשמכיל את  Aיחס שקילות על  Tיהי  )tc R  הוא

)נקבל כי , Rשמכיל את  Aהיחס הטרנזיטיבי הקטן ביותר על  )tc R T ,כנדרש. 

 .ל.ש.מ

י ניתן להרחיב ליחס שקילות מינימלי ביחס להכלה סימטרבכך בעצם הוכחנו כי כל יחס רפלקסיבי ו

 .כלי אשר יסייע לנו במציאת יחסי שקילות על פי היחסים המרכיבים אותם, עליו

פר טענות לגבי הסגור הטרנזיטיבי נפנה לשימוש בו לאפיון אובייקטים עתה משסיימנו להוכיח מס

 . שונים בהם ניתקל



)על  BRנגדיר יחס שקילות . Bותת קבוצה שלה  Aתהי קבוצה  :תזכורת )P A באופן הבא: 

1 2 1 2 1 2, ( ) : ( , ) BC C P A C C R C B C B       

 (.כך שהוכחתם שזהו אכן יחס שקילות, שהופיע בבוחן BRבדיוק  זהושימו לב כי )

 4טענה 

1תהיינה  2,B B A .אזי מתקיים: 

 (א
1 2 1 2B B B BR R R   

 (ב
1 2 1 2

( )B B B BR tc R R   

 

 .4הוכיחו את טענה  (7)

 .בבוחן 4בשאלה ' מכליל את סעיף ב 4בטענה ' סעיף אשו לב שימ :הערה

 


