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. 1

כאשר
∫∫

A1

dS√
z−y+1

(א)

.A1 =

{
(x, y, z) : x ∈ [0, 1] , y ∈ [0, 1] , z = y +

x2

2

}
פרמטריזציה נבצע

. (x, y, z) =

(
x, y,

x2

2
+ y

)
ל הופכת השטח יחידת

.dS =
√

2 + x2dxdy

ל הופך ∫האינטגרל 1

0

∫ 1

0

√
2 + x2√
x2

2 + 1
dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0

√
2dxdy =

√
2

עם z =
√
x2 + y2 החרוט של הפנים הוא A2 כאשר

∫∫
A2

x2 + y2dS (ב)
בהצבה נשתמש .z ∈ [0, 1]∫∫

A2

x2 + y2ds =
∫∫

A2

(
x2 + y2

)√
1 + z2x + z2ydxdy

=

∫∫
A2

(
x2 + y2

)√
1 +

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
dxdy

=

∫∫
A2

(
x2 + y2

)√
2dxdy

ונקבל לפולריות. משתנים החלפת ∫∫נבצע
A2

(
x2 + y2

)√
2dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

√
2r3drdθ =

1√
2
π

1



. בקישור. 3 בשאלה למצוא ניתן ג’ לסעיף פתרון (ג)

ל הופך האינטטגרל הדיברגנט. במשפט נשתמש . 2∫∫
R

F · ndS =

∫∫
R

(
x3, y3, z3

)
· n̂dS

= 3

∫∫∫
R

x2 + y2 + z2dxdydz

ונקבל לגלגליות. נעבור
x = r cos θ
y = r sin θ

z = z

r ∈ [0, 1024]

θ ∈ [0, 2π]

z ∈ [0, 20]

ונקבל

3

∫∫∫
R

x2 + y2 + z2dxdydz = 2π

∫ 20

0

∫ 1024

0

r3 + rz2drdz

= 2π

∫ 20

0

r4

4

∣∣∣∣1024
0

− r2

2
z2
∣∣∣∣1024
0

dz

= π

∫ 20

0

10244

2
− 10242

2
z2dz

= π

(
10244

2

)
20−

(
10242

2

)
203

3

סגור: גוף של לפנח בנוסחה נשתמש . 3∫∫
∂M

(x
3
,
y

3
,
z

3

)
· ndS = V ol (M)

החיצוני היחדידה שנורמל לב נשים .R3 ב סגור גוף הוא M כאשר
ידי על נתונה R ברדיוס לספרה

.
( x
R
,
y

R
,
z

R

)
ונקבל נציב

V ol (B(0, R)) =

∫∫
{(x,y,z)|x2+y2+z2=R}

(x
3
,
y

3
,
z

3

)( x
R
,
y

R
,
z

R

)
dS

=

∫∫
{(x,y,z)|x2+y2+z2=R}

1

3R

(
x2 + y2 + z2

)
dS

=

∫∫
{(x,y,z)|x2+y2+z2=R}

R

3
ds =

R

3
S

2

http://math-wiki.com/images/9/92/Ex4_infi4_2015-16-sol.pdf


. 3 ברדיוס הספרה של הפנים שטח הוא S כאשר

_ מתקיים הספרה. מרכז (a1, a2a3) יהי . 4∫∫
T

xidS =

∫∫
T

(xi − ai) + aidS

והתחום xi = ai למישור ביחס זוגית אי פונקציה היא (xi − ai) לב נשים
ולכן מתאפס.

∫∫
T
(xi − ai) dS האינטגרל ולכן סימטרי הו

.

∫∫
T
xidS∫∫
T
ds

=

∫∫
T
aids∫∫
ds

= ai

מתקיים ולכן זוגית אי היא y + z שהפונקציה לב נשים ראשית, . 5

.

∫∫
S2

y + zdS = 0

∫∫ולכן
S2

x2 + y + zdS =

∫∫
S2

x2dS

הפרמטריזציה את ניקח

(x, y, z) = f (ϕ, θ) = (cosϕ cos θ, sinϕ cos θ, sin θ)

מתקיים כן, כמו

fϕ = (− sinϕ cos θ, cosϕ cos θ, 0)
fθ = (− cosϕ sin θ,− sinϕ sin θ, cos θ)

את ∣∣∣∣∣∣נחשב
i j k

− sinϕ cos θ cosϕ cos θ 0
− cosϕ sin θ − sinϕ sin θ cos θ

∣∣∣∣∣∣ = (cosϕ cos2 θ, sinϕ cos2 θ, cos θ sin θ
)

הנורמה את cosϕ)∥∥נחשב cos2 θ, sinϕ cos2 θ, cos θ sin θ
)∥∥ = cos4 θ + cos2 θ sin2 θ = cos2 θ

ונקבל באינטרגרל ∫נציב π

−π

∫ π
2

−π
2

cos2 ϕ cos4 θdθdϕ =

(
cos (x) sin (x) + ϕ

2

∣∣∣∣π
−π

)( sin (4θ) + 8 sin(2θ) + 12θ

32

) ∣∣∣∣π2
−π

2

=
12

32
π2

3



נתונה דיפרנציאבילית, f אם ,v וקטור לפי f פונקציה שנגזרת נזכר . 6
הנודה ידה על

.
∂f

∂v
(a) = dfa (v) = ⟨∇f (a) , v⟩

.⟨∇v, n⟩ הביטוי פשוט הוא n היחידה נורמל לפי v של הנגזרת לכן
ולכן

(א)

.

∫∫
T

uvndS =

∫∫
T

⟨uvn, n⟩dS =

∫∫
T

⟨(uvx, uvy, uvz) , n⟩dS

השוויון את נקבל הדיברגנט ∫∫ממשפט
T

⟨(uvx, uvy, uvz) , n⟩dS =

∫∫∫
D

div (uvx, uvy, uvz)dxdydz

=

∫∫∫
D

(uxvx + uvxx) + (uyvy + uvyy) + (uyvz + uvzz)dxdydz

=

∫∫∫
D

(uxvx + uyvy + uzvz) + u (uxx + uyy + uzz)

=

∫∫∫
D

∇u · ∇v + u∆vdxdydz

ונקבל א’ בסעיף נשתמש ∫∫∫(ב)
T

uvn − vundS =

∫∫
T

uvndS −
∫∫

T

vundS

=

∫∫∫
D

∇u · ∇v + u∆v −
∫∫∫

D

∇u · ∇v − v∆u

=

∫∫∫
D

u∆v − v∆u

א. מסעיף בנוסחה 0 נציב (ג)
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