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YXיהיו  .1 YXfחבורות ו  , :  הומומורפיזם. תהיXH   .ת"ח נורמלית

YHf. האם בהכרח Xf)(ת"ח נורמלית של  Hf)(כי הוכיחו  )(? 

 
XGלכל  הוכחה:  ,)()( YfGf  לכן, מ"ל נורמליות של .)(Hf  ב)(Xf. 

),()(יהיו  HfyXfg  1)(מ"ל Hfgyg . 

),()(אבל,  HfyXfg  ,קיימיםHhXx  ),()(כך ש  , hfyxfg . 

X ,Hxhxב  Hמהנורמליות של  1 ,לכן .)()( 1 Hfxhxf . 

Hxfhfxfxhxf לכן,   11  מש"ל.. )()()()(

YHfנראה כי לא בהכרח  )(. 

3DYדוגמה נגדית: יהיו    ו},{  eXH  נגדיר .YXf :  את

xxfההעתקת ההכלה,  )( ,נשים לב .XH   מכיוון שחבורה תמיד

HHfנורמלית בעצמה ואילו,  )(  3אינה תת חבורה נורמלית שלDY . 

Y,HHf)אכן, עבור   )( )(121 Hf  .) 

 
 הוכיחו את הטענות הבאות: .2

 

GHאם  .2.1   אז לכלGg ,GgHg 1  ת"ח מסדר|| H. 

 , אזי:Ggיהי  הוכחה:
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GgHgלכן  1. 

 .1gHgל  Hמ  1gxgxנתבונן בהעתקה: 

 מ"ל כי ההעתקה הנ"ל חח"ע ועל.

11מהגדרתה ברור כי היא על. בנוסף, אם    gyggxg  עבורHyx , ,

yxמצמצום נקבל,    1. לכן, ההעתקה הנ"ל היא גם חח"ע והסדר שלgHg 

 .Hשווה לסדר של 
 

GHKאם  .2.2   וH  חבורה ציקלית סופית אזGK . 

Gg ,KgKgמ"ל כי לכל  הוכחה: 1. 

Gg ,HgHggKg, לכל Gנורמלית ב  Hמכיוון ש    11. 

HgKgלכן,  1  מאותו הסדר שלHK . 

תתי חבורות שונות  Hחבורה ציקלית סופית, לא קיימות ב  Hמכיוון ש 
 מאותו הגודל.

KgKgלכן,  1ל.. מש" 

 
תהי  .3  ,4D  (4,)(2, כש 4החבורה הדיהדרלית מסדר(   oo. 

},,,{נגדיר:  32 eH  ,},{ eK  4. הוכיחו כיDH   וHK   אבלK  



נה ת"ח נורמלית של אי
4D. 

||8 הוכחה: 4 D ,4|| H 2ו|| K ,[2,]:[2. לכן:[ 4  KHHD  ת"ח

. לכן, 2מאינדקס 
4DH   וHK . 

אינה ת"ח נורמלית של   Kנראה כי 
4D. 

ו  Kkמ"ל: קיימים 
4Dd  כך שKdkd 1. 

ניקח   kd Kdkdונקבל:  ,   311 . 

 
KHיהיו  .4  . הוכיחו:Gתתי חבורות של  ,

 

4.1. HKKH   כקבוצות, אם ורק אםGHK . 

 KHeHKeee)(: הוכחה , יהיו .HKyx , מ"ל ,HKxy 1 .

HKyx , לכן קיימים ,KkkHhh  2121 כך ש  ,,,
1111 , khykhx . 

HKHHKHKHHKKHhkkhxyלכן,  
 1
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1

211
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G ,GGG)שימו לב כי עבור חבורה  .) 

)( עבורGX   נסמן}|{ 11 XaaX   נשים לב, אם .GX   אזי

XX 1. 

GHKKHבפרט,  ,,  :לכןKHHKHKHK   111)(. 

 
 

GHאם  .4.2    אזיGHK  אם גם .GK  אזי ,GHK . 

GH: אם הוכחה   אזי לכלGg HggH   בפרט, לכל .Kk HkkH  .

HKHkkHKHו 
KkKk




 ,לכן, לפי הסעיף הקודם .GKH . 

GKאם בנוסף   צ"ל ,GHK  יהיו .HKhk ,Gg מ"ל .HKghkg 1. 

HKאבל, מהנורמליות של  G :HKgkgghgghkgב  ,   ))(( 111. 

 
GKHותתי חבורות  Gקיימת חבורה  .4.3 ,  כך ש שאינן נורמליותGHK . 

3DG: נתבונן ב הוכחה  ,},{  idKH  ראינו כי .H  וK  ת"ח לא

GHHHHK. אבל, Gנורמליות של  . 

 
G:חבורות ו  Hו  Gיהיו  .5 H  .הוכיחו את הטענות הבאות: הומומורפיזם 

5.1. :G H   הוא חח"ע אם ורק אם ker 1G . 

 ::Gפתרון:  H   1)הומומרפיזם ולכן מתקיים  בהכרח ) 1G H  

1ומהעובדה שהוא חח"ע נובע ש  ( ) 1G Hg g    מכאן. ker 1G  . 

כדי להוכיח ש :  1חח"ע נניח ש 2( ) ( )g g  1ונראה ש 2g g  .

1 2( ) ( )g g   1ולכן

1 2( ) ( ) 1Hg g    מכיון ש . מתקיים   הומומרפיזם

1 1

1 2 1 2( ) ( ) ( )g g g g     1ולכן

1 2( ) 1Hg g   1. כלומר

1 2 kerg g   אך .

מהנתון  ker 1G 
 

1ומכאן 

1 2 1Gg g       1ולבסוף נקבל ש 2g g. 

 

G:אם  .5.2 H   הוא אפימורפיזם וG  אבלית אז גםH .אבלית 



Hbaיהיו  הוכחה: ,.  צ"לbaab  אבל .:G H   הוא הומומורפיזם

Gyxעל לכן קיימים  ,  כך שbyax  )(,)( . 

baxyyxxyyxabנשים לב: 
abelianisG




)()()()()()(     

 מש"ל.

 
 הבאות: הוכיחו או הפריכו את הטענות .6

 

:)(),(קיים מונומורפיזם  .6.1 16

2  RRGLf. 

:)(),(: נניח בשלילה כי קיים מונומורפיזם הפרכה 16

2  RRGLf. 

:)()f ,)Imנתבונן בצמצום של  2 fRGLf ,אזי . 

),()Im()( 16

2  RfRGL 

)Im(),(אבל  16  Rf  2)(אבלית ואילו RGL  אינה אבלית. סתירה להיותן

 איזומורפיות.
 

:57קיים מונומורפיזם  .6.2 SDf . 

||5!120: נשים לב: הפרכה 5 S  1472ו|| 7 D. 

:57נניח בשלילה כי קיים מונומורפיזם  SDf   אזי מכיוון שf  ,חח"ע

14|)Im(||| 7  fD 5. אבל)Im( Sf  ,'14|120. לכן עפ"י משפט לגרנז .

 סתירה.
 

:),(קיים אפימורפיזם  .6.3 *  RCf. 

:),(נגדיר  :הוכחה *  RCf :באופן הבא 

zzfCz  )(,* 

 אזי: 

*f  :שומרת פעולות)()()( 21112121 zfzfzzzzzzf  

*f  על: יהא
Ry  אזי עבור*Cy  ,מתקייםyyyf

Ry 
)(. 

 
:),(),(קיים איזומורפיזם  .6.4  RRf. 

:),(),(: נגדיר הוכחה  RRf א:באופן הב 
xxfRx 2)(,  

 אזי: 

*f  :(222)()(שומרת פעולות( yfxfyxf yxyx   

*f  על: יהא
Ry  אזי עבורRyx  2log  ,מתקייםyxf

y
 2log

2)(. 

*f  :ר אם עבוחח"עRyx ,
yx 22   אזיyx . 

 

:460קיים אפימורפיזם  .6.5 DZf . 

:460: נניח בשלילה כי קיים אפימורפיזם הפרכה DZf  אזי, מכיוון ,

אבלית.  4Dנקבל ש אבלית  60Zשאבליות נשמרת תחת אפימורפיזם ו 



 סתירה.
 

nmיהיו  .7   טבעיים. הוכיחו כיnm אם ורק אם קיים מונומורפיזם  |

nm ZZf :. 

nmקיים מונומורפיזם  )(: הוכחה ZZf :  לכןnm ZZff  )(Im ,אבל .f 

mZfחח"ע לכן  m  |||Im|  וממשפט לגרנז' נובע כי||| nZnm . 

)(nZ  חבורה ציקלית מסדרn .nm nZHלכן קיימת ת"ח  |   מסדרm .H 

ציקלית בתור ת"ח של חבורה ציקלית. לפי משפט המיון של חבורות ציקליות, 

GHZm  ,לכן קיים איזומורפיזם .HZf m : נסמן ב  .i לה את העתקת ההכ

nZHi : אזי .i  מונומורפיזם. בסה"כnm ZZfi :  מונומורפיזם כהרכבה של

 מונומורפיזמים.
 

1חבורה ויהיו  Gתהי  .8 2,H H G  1תתי חבורות המקיימות 2H H הוכיחו או .

הפריכו:    1 2: :G H G H. 

ZGנבחר הפרכה:   ו-ZHZH 5,3 21 1-. ברור ש 2H H  מדוע? כמה(

חבורות ציקליות אינסופיות אתם מכירים?(. עם זאת,    1 2: 3, : 5G H G H . 

 

 

N-ו מסדר סופי חבורה Gתהי  .9 G . 

 

G-ו N-האם יתכן ש .9.1
N

 איננה כזאת? Gשתיהן אבליות, אבל  

3DGפתרון: כן. לדוגמה:    .אינה אבליתGN    ח נורמלית ת"

אבלית בתור תת חבורה  N. בנוסף, 2בתור ת"ח מאינדקס 

ציקלית. 
2/ ZNG   בפרט 2החבורה היחידה מסדר בתור .N  ו

2/ ZNG  .אבליות 

Nxכך ש  Nxקיים נניח כי  .9.2 2הסדר של  . הוכיחו כיG וגי.ז 

NGxNהוכחה: נתבונן ב  /.  ש מכיווןNx ,NGexN /. 

NGeNNxxNלעומת זאת,  /

22)(    מכיוון שNx 2. 

NGמחלק את סדר החבורה  2לכן, לפי משפט לגרנז'  . מכיוון שלפי /

|/|משפט לגרנז',  NG  מחלק את הסדר שלG (|||/||| NNGG  )

מחלק את הסדר של  2מטרנזיטיביות היחס "מחלק את" נקבל ש 

 ורה זוגי.. ובפרט סדר החבGהחבורה 

 

 
 

 
 
 

 

 בהצלחה! 


