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f → min,max
Φ1 (x1, ..., xn) = 0

....

Φm (x1, ..., xn) = 0
Φj ∈ Cr

M = {Φ = 0} על Φרגולרית = (Φ1, ..,Φm)
∇f =

∑m
i=1 λi∇Φi Φאז = 0 תנאי עם מקומי קיצון נק׳ a אם

לגראנז׳ כופלי כלל

f → max,min
Φ1(x) = ... = Φm (x) = 0

לגראנג׳ L־פונ׳ := f −
∑m
i=1 λiΦi

∇L (a) = 0⇐ קיצון a־נקודת

x1, .., xn, λ1, .., λm עבור n+mמשוואות


Φ1 (x) = 0

...

Φm (x) = 0

,


∂L
∂x1

= 0

...
∂L
∂xn

= 0

דוגמא

u = x− 2y + 2z
x2 + y2 + z2 = 1

L = x− 2y + 2z − λ
(
x2 + y2 + z2 − 1

)
L′x = 1− 2λx = 0 ⇒ x = 1

2λ

L′y = −2− 2λy = 0 ⇒ y = − 1
λ

L′z = 2− 2λz = 0 z = 1
λ

1
4λ2 + 1

λ2 + 1
λ2 = 1⇒ λ = ± 3

2
x = ± 1

3 , y = ∓ 2
3 , z = ± 2

3
a1,2 =

(
± 1

3 ,∓
2
3 ,±

2
3

)
f (a1) = 3, f (a2) = −3⇒ maxs2 f = 3,mins2 f = −3

דוגמא

f (x, y, z) = xyz{
x2 + y2 + z2 = 1

x+ y + z = 0

L = xyz − λ(x2 + y2 + z2 − 1)− µ (x+ y + z)
L′x = yz − 2λx− µ = 0

L′y = xz − 2λy − µ = 0

L′z = xy − 2λz − µ = 0
xyz − 2λx2 − µx = 0

xyz − 2λy2 − µy = 0

xyz − 2λz2 − µz = 0

⊕ 3xyz − 2λ = 0⇒ λ = 3
2xyz
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yz = 2λ
3x , yz − 2λx− µ = 0⇒ 2λ

3x − 2λx− µ = 0⇒


2λ− 6λx2 − 3µx = 0

λy − 6λy2 − 3µy = 0

2λ− 6λz2 − 3µz = 0

⇒ x = y ∨ x = z ∨ y = z

x = y עבור }נראה
2x2 + z2 = 1

2x+ z = 0
⇒ x = − z2 ⇒ 2 z

2

4 + z2 = 1⇒ z = ±
√

2
3 , x = y = ∓

√
2
3

2 = ... = ∓ 1√
6

תחום על קיצונים

דיפרנציאבלי Ω∂־משטח
∃maxx∈Ω̄ f (x) = f (xmax) ,minx∈Ω̄ f (x) = f (xmin) Weirtstrass משפט לפי Ω̄־קומפקט. ,f ∈ C1(Ω̄)

Φ = 0 התנאי עם מקומי קיצון amax⇐amaxנק׳ ∈ ∂Ω ,amax ∈ Ω⇒ ∇f (amax) = 0
∇f (a) = 0 קריטיות ,a1נקודות .., an

max (f (a1) , ..., f (an)) = maxx∈Ω f (x)

תרגיל

f (x, y) = x2 + y2 − 12x+ 16y
x2 + y2 ≤ 25

max f (x, y) =?,min f (x, y) =?{
f ′x = 2x− 12 = 0 x = 6

f ′y = 2y + 16 = 0 y = −8
⇒ a = (6,−8)

x2 + y2 = 25 השפה: על
f |x2+y2=25 = 25− 12x+ 16y

(6,−8) /∈ Ω̄
L = 25− 12x+ 16y − λ

(
x2 + y2 − 25

)
L′x = −12− 2λx = 0
L′y = 16− 2λy = 0

x = − 6
λ , y = 8

λ
.........

b1,2 = (∓3,±4)

(בונוס) להגשה תרגיל

ai, xi ≥ 0

.p, q ≥ 1, 1
p + 1

q = 1 עבור
∑n
i=1 aixi ≤ (

∑n
i=1 a

p
i ) (
∑n
i=1 x

q
i )

1
q כי הוכח

|(a, x)| ≤ ||a||p ||x||q

רמז:

(xi ≥ 0)
∑n
i=1 aixi = A תנאי על f (x) = (

∑n
i=1 a

p
i )

1
p (
∑n
i=1 x

q
i )

1
q → min

Riemann-Darboux של אינטגרל ־ Rnב אינטגרציה 4 פרק

מימדי n קטע

n = 1 : [a, b]
n > 1⇒ P = [a1, b1]× ... [an, bn] = {x = (x1, ..., xn) : ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, ..., n}

P של נפח

V (P ) = vol (P ) = (b1 − a1) ... (bn − an)
◦
P = (a1, b1)× ... (an, bn)

P
◦
∩Q =

¯◦
P ∩

◦
Q
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חלוקה

n = 1⇒ [a, b] , a = x0 < x1 < ... < xN = b, [a, b] =
⋃N
i=1 ∆(i)

n > 1⇒ P = [a1, b1]× ... [an, bn] ,


[a1, b1] =

⋃n
i1=1 ∆

(i1)
1

.

.

.

[an, bn] =
⋃n
in=1 ∆

(in)
n

Pi1,..,in = ∆
(i1)
1 × ...×∆

(in)
n

אינטגרל של בנייה ,P של P = {Pi1,..,in} ־ חלוקה
הגדרה

∀x ∈ P : |f (x)| ≤M fחסומה nמימדי, Pקטע .f : P → R פונ׳ תהי
עליון: סכום Pאז של Pחלוקה אם

Mi = supx∈Pif(x) S̄עבור (f,P) :=
∑n
i=1MiV (Pi)
תחתון: סכום

mi = infx∈Pi
f(x) miVעבור (Pi) (f,P) :=

∑n
i=1MiV (Pi)

S (f, P ) ≤ S (f, P )

הגדרה

Q∩ P :=
{
Qi
◦
∩ Pi

}
נגדיר Pאז של Q,Pחלוקות אם

למה

.S (f,Q) ≤ s (f, P ) P,אזי של PוQ,Pחלוקות nמימדי מלבן
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