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 07.06.2020                                            12טופולוגיה                          הרצאה 

 

,𝛼נניח  הגדרה: 𝛽  כל אחד אוסף תתי קבוצות של קבוצה𝑋 אומרים ש .– 𝜷  עידון של𝜶 

𝐵∀  –אם מתקיים  ∈ 𝛽 ∃𝐴 ∈ 𝛼: 𝐵 ⊆ 𝐴 

𝛽נסמן:  ≺ 𝛼.  

𝛽      :טריוויאלית דוגמה ⊆ 𝛼 ז א𝛽 ≺ 𝛼. 

:     דוגמה
1 21 20 r r { ( ) : } { ( ) : }r rB x x X B x x X     

 

,𝑋)נניח  הגדרה: 𝑑)  ,מ"מ𝛼  כיסוי פתוח של𝑋  אומרים ש .𝛼  הוא𝜹 -אחיד  

𝐵𝛿(𝑥)|𝑥}              אם מתקיים   ∈ 𝑋} ≺ 𝛼 

0אחיד עבור -אם הוא  uniform covering))  כיסוי אחידאומרים    .מסוים 

 

𝛿אומרים שהמספר  : הגדרה > אם כל תת  𝛼( של כיסוי 𝐿𝑒𝑏𝑒𝑠𝑔𝑢𝑒) מספר לבגהוא  0

 . מוכל באחד מהאיברים של  בעלת קוטר קטן מ Xב  Bקבוצה 

})ז"א     }diamB B     .) 

 הערות:

0( אם 1 < 𝛿  מספר לבג של𝛼 אז כל ,𝛿1  0 -כך ש < 𝛿1 < 𝛿 .גם מספר לבג 

𝛼( עבור 2 = {𝐵𝛿(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋} = מספר לבג ,𝛿. 

 . Lebesgueכיסוי פתוח ללא מספר :   דוגמה( 3

     𝑋 = (0,1] ∉ 𝐶𝑜𝑚𝑝       𝐴𝑛 ≔ (
1

𝑛
, 1]                             

 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ 𝐴3 ⊂ ⋯   𝛼 ≔ {𝐴𝑛}𝑛∈ℕ  

 . 𝛼אין מספר לבג עבור אבל   .[0,1)כיסוי פתוח של 

𝛿קיים אז אם נניח בשלילה שכן  >  , 𝛼 –מספר לבג ל  0

2 –נגדיר 
5

31
5 5

: ( ) (0, )A B     

3אז  
5

( )diam A    

 .  לא מוכל באף איבר של Aאבל 
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 (  Lebesgue)מספר : משפט

,X)נניח  )d  מרחב מטרי קומפקטי. אז לכל כיסוי פתוח  .יש מספר לבג 

 ללא מספר לבג.  : נניח בשלילה שקים כיסוי פתוח הוכחה

קיימת תת קבוצה  nלכל אז 
nA  כך ש 

1( )n n
diam A   אבל

nA לא מוכל באף איבר של  . 

אחת נקודה  נבחר nלכל 
n na A . 

Xקומפקטי. הוא מטריזבילי לכן גם Xנתון ש  SComp . 

}כן קיימת תת סדרה מתכנסת ל }
kn ka 

} של הסדרה  }n na 
limתהי . 

kn
k

a p


 . 

   .קיים כיסויU   כך שp U   כי( )כיסוי 

0קיים    כך ש( ) UB p      כי(U )פתוח 

קיים  
0k    כך ש

0 0
2 2

( , ) ( )
k kn nd p a diam A     (הבניהו )התכנסות 

 

            
0 0 0

2 2
( , ) ( , ) ( , )

k k kn n nx A d p x d p a d a x       .  

נקבל
0

( )
knA B p.  גם אז

0

( )
knA B p U   ,  ל שעם הבנייה  סתירה

0knA ! 

 

 אם מרחב מטרי הוא קומפקטי אז כל כיסוי פתוח שלו אחיד.   תוצאה:

0לבג  קיים מספר. פתוחכיסוי  :  נניח הסבר   אז .
3

{ ( ) : }B x x X   . 
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): נניח משפט , ),( , )X d Y  מרחבים מטריים:f X Y  .אם פונקציה רציפהX 

f:קומפקטי אז  X Yוה. רציפה במידה שו 

0: נניח הוכחה  0. ש"ל שקיים  : כך שמתקיים 

1 2 1 2( , ) ( ( ), ( )) 2d x x f x f x     

:1נגדיר   { ( ( ) : }f B y y Y   אז  .   כיסוי פתוח שלX    .)רציפות( 

0 קיים מספר לבג    עבור    קומפקטיות של(X ומשפט על מספר לבג .) 

נניח 
1 2( , )d x x   אז .

1 2{ , }diam x x  לכן קיים .y Y  כך ש 

1

1 2{ , } ( ( ))x x f B y

 

1אז   

1 2{f( ),f( )} ( ( )) ( )x x ff B y B y 

  . 

לכן      
1 2( ( ), ( )) ( ( )) 2f x f x diam B y   . 

 

 

,𝑋)נניח    :תרגיל 𝑑)  מ"מ קומפקטי. הוכיחו שקיימים𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  כך ש–  

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋) = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

𝑋 סקיצה: × 𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝      ו: [0, )d X X   (? רציפה  )מדוע ... 

 

fיה :  פונקצהגדרה : X Y  קומפקטיפיקציהנקראת (compactification)  שלX  אם

f  2שיכון טופולוגי צפוף ומתקייםY Comp T   . 

 : דוגמאות

i : ( 1,1) [ 1,1]      נקודתית"(-")דו 

1 1 || ||
: [0] ( )n v

v
f B f v


  

1 1f : {0} { : } f(n)
n n

n     נקודתית"(-")חד 

 

 (Alexandroff)  נקודתית-קומפקטיפיקציה חד --* )יהיה בתירגול(   תרגיל

)נניח , )X תהי והאוסדורפי קומפקטי מקומית לא קומפקטי .p Xאינסוף"()"נקודת ה. 

*בקבוצה  { }X X p נגדיר * *: { \ : }X K K is compact   . 
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 הוכיחו:  

1  .* *

2( , )X Comp T   . 

i:*.  פונקצית ההכלה  2 X X   .מגדירה שיכון טופולוגי צפוף 

 : דוגמאות

nX    אז*

nX S  (גרפיהטלה סטראו)ת 

X    אז* 1{0} { : }
n

X n  

( ,1) (5,7)X      אז* 8X 

 

). נניח ל נקודתית לכל מרחב דיסקרטי )אינסופי(-לתאר קומפקטיפיקציה חד: תרגיל , )discr 

 

2: משפט 3.5LComp T T  

2X נניחהוכחה:  LComp T  .אםX4קומפקטי אז הואT כי הוכחנו ש

2 4Comp T T 3.5. לכן גםX T . בה"כX Comp. 

*אז קיימת קומפקטיפיקציה  

2:i X X Comp T   . ברור*

4X T 

כי)
2 4Comp T T ) .  4 שנימצד 3.5T T ( 4כי 4

funcT T  משפט לפיUrysohn . לכן

*

3.5X T .כעת נשתמש בעובדה ש
3.5T .3.5גם לכן תכונה תורשתיתX T . 

 

: זכורתת 
0 1 2 3 3.5, , , ,T T T T T  .תכונות תורשתיות 

 

 התנאים הבאים שקולים:שהוכיחו  :תרגיל

1 .X .קומפקטי מקומית והאוסדורפי 

 נקודתית. -. קיימת קומפקטיפיקציה חד2

 רמז: תת קבוצה פתוחה במרחב האוסדורפי קומפקטי )מקומית( מגדיר תת מרחב האוסדורפי קומפקטי מקומית. 
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𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧 משפט: ⊂ 𝑇4. 

,𝑋)   הוכחה: 𝜏) ∈ 𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧 ⇒ ∃𝑑: 𝜏 = 𝑡𝑜𝑝(𝑑) 

  "ל:מ

𝑋 .א ∈ 𝑇1. 

,𝐴לכל  .ב 𝐵  פונקציונלית גוררת הפרדה הפרדה יש הפרדה פונקציונלית )סגורות

 סביבתית(

𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧א( ברור  ⊂ 𝑇2. 

:𝑓נגדיר ב( 𝑋 → 𝑓(𝑥)     ע"י: [0,1] =
𝑓𝐴(𝑥)

𝑓𝐴(𝑥)+𝑓𝐵(𝑥)
 

𝑓𝐴(𝑥)     –כאשר  = 𝑑(𝑥, 𝐴) , 𝑓𝐵(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝐵) 

 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1 

  0מוגדר היטב: המכנה 𝑓𝐴(𝑥)   –כי  𝑥לכל  ≠ ≥ 0, 𝑓𝐵(𝑥) ≥ 0 

0לכן המכנה    –אם ורק אם  =

{
𝑓𝐴(𝑥) = 0

𝑓𝐵(𝑥) = 0
 

⇕ 

{
𝑑(𝑥, 𝐴) = 0
𝑑(𝑥, 𝐵) = 0

 

⇕ 

{
𝑥 ∈ 𝐴̅ =⏞

נתון סגור

𝐴
𝑥 ∈ 𝐵̅ =⏟

נתון סגור

𝐵
 

𝑥לכן  ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 ,מצד שני .𝐴 ∩ 𝐵 =  נתון(. סתירה!) ∅

  נשים לב כי–  

𝑓1

𝑓2
= 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋, [0,1]) 

𝑓  רציפה. זה קורה כי𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐶(𝑋)  וכן𝑓2 ≠  תמיד. 0

 ∀𝑎 ∈ 𝐴:    𝑓(𝑎) =
0

.
= 0. 

 ∀𝑏 ∈ 𝐵:      
𝑑(𝑏,𝐴)

𝑑(𝑏,𝐴)+0
= 𝑓(𝑏) = 1. 

      מצאנו הפרדה פונקציונלית!

 

𝑋קיימים מידע:  ∈ 𝑇
3

1

2

𝑇4⁄משל , ל𝑋 ≔ ℕℝ . 
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Urysohn's Small Lemma    (USL)    

נניח 
4X T אז 

  כך ש   Aשל Uקיימת סביבה פתוחה  Aשל קבוצה סגורה  Oלכל סביבה פתוחה  *()

A U U O  . 

: הסבר
4X T  לכן עבור קבוצות סגורות זרות, : \A B X O  קיימות סביבות פתוחות

)זרות       ) ,V ( )U N A N B     

\אז נקבל    V \A U U X X B O      . 

שקול לתנאי ב של אקסיומת  )*(בעצם  :הערה
4T 

 

Urysohn( :  4 למה שלמשפט ) 4

funcT T. 

נניח 
4X T . אז לכל קבוצות סגורות זרות,A Bבמובן  הפרדה פונקציונלית יש

Urysohn  (פונקציה רציפה : [0,1] f(A) 0, f(B) 1f X   ) 

 ""Onion Argument – רעיון להוכחה:  הוכחה

}יש אוסף בהנחה שיש פונקציה כזאת אז  : t [0,1]}tU  סביבות פתוחות שלA    כך ש

0 1 s ts t U U        :1)ניקח למשל: [0, )tU f t.  0] :לבשימו,s) [0, )t) 

 

 

 . פונקציהבניית ל אוסף דומהמבניית מ – תהליך הפוך ריםבהבאה עובהוכחה 

עבור   (USL)בגלל  :התהליךתחילת 
cA B  1קיימת קבוצה פתוחה

2

U   כך ש 
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1 1
2 2

\A U U X B   

1קיימות קבוצות פתוחות    (USL)שוב בגלל  3
4 4

,U U כך ש 

1 1 1 1 3 3
4 4 2 2 4 4

\A U U U U U U X B       

3עם אינדקסים   פתוחות בשלב הבא נמצא סביבות 5 6 3 7 81 2 1 4 1
8 8 4 8 8 2 8 8 4 8 8
, , , , , , , 1     

6כאשר סביבות עם האינדקסים   3 82 1 4 1
8 4 8 2 8 4 8

, , , 1     ! כבר הגדרנו 

 ות  נמשיך כך באינדוקציה. אז נקבל אוסף קבוצות פתוח

{ : }tU t D   0 1 s ts t U U     

ים דיאדיים ציונלירקבוצת שימו לב 
2

D: { , , , 2 }n

nm m n m    [0,1]ב   צפופה . 

) נגדיר פונקציה     ) : inf{ : }tf x t D x U   

 0 ( ) 1 (a) 0 a A f(b) 1f x f b B        

 : [0,1]f X  (נדלג על הבדיקה)  רציפה 

 מ"ל ( [0,1]בסיס )ב  -לפי תכונת פרא
1 1[0, ), ( ,1]f a f a 

 . Xפתוחות ב 

א.    לפי ההגדרה 
1[0, ) { : ( ) }f a x X f x a    . 

ן נקבל ש  . לכ[0,1]צפופה ב  Dקבוצה 
1[0, ) t

t a

f a U



  והיא פתוחה לפי
3( )t . 

ב.  ש"ל  
1\ ( ,1]X f a

 סגור.  

קודם נעיר   
1\ ( ,1] {x X:f(x) a}X f a    . 

x} לעכשיו מ" X : f(x) a} t

a t

U


   3ב חיתוך קבוצות סגורות שימוש  )ואז( )ct) 

( ) 

yנניח  {x X:f(x) a}   נבחר דיאדי  .s D  1כך שa s   צפיפות( D )! 

aאז לכל  t s    נקבלt sU U  . 

)גלל מצד שני ב )f y a t    מתקייםt ty U U   לכן .t

a t

y U


 . 

( ) 

tנניח 

a t

y U


  נבחר  .   0כך ש 1 a   . 

 נבחר:  Dבגלל הצפיפות של 

t D  1כך שa t a     

sוגם  D  שכך t s a     . 

tברור שאז  sU U לכן  .sy U מכאן  .( ) sf y a    . 
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0לנו  קיב 1 ( )a f y a       . 

)ז"א   )f y a  . 

 

 

 https://en.wikipedia.org/wiki/Urysohn%27s_lemmaראו גם:  

 

 

 Urysohn extension thm)-(Tietze:  הערה

נניח 
1X T :אז התנאים הבאים שקולים . 

1 .
4X T . 

A. לכל תת קבוצה סגורה 2 X  ולכל פונקציה רציפה:A [0,1]f   קיימת הרחבה

F:Xרציפה   [0,1]  . 

(2)רק  נוכיח (1): 

:Aקבוצות סגורות זרות לא ריקות. נגדיר  קבוצה  C,Bנניח   C B  .אז היא סגורה .

A:ונגדיר פונקציה   [0,1] f(A) 0,f(B) 1f    אז היא רציפה  . 

:A)שימו לב:  C B   .)פירוק טופולוגי 

F:X( קיימת הרחבה רציפה2לפי ) [0,1] . 

 . C,Bאז לפי הבנייה היא מפרידה פונקציונלית 

 

 filling curves)-(Square*  : תרגיל

   עלבעזרת משפט ההרחבה הוכיחו שקיימת פונקציה רציפה 
2F:[0,1] [0,1] . 

 : סברה

h:2קיים הומיאומורפיזם  C C על פה וירצוקיימת פונקציה: [0,1]C  

fפונקציה רציפה ועל  גם ישאז   ( ) h : [0,1] [0,1]C     . 

נשתמש במשפט ההרחבה ונקבל פונקציה רציפה ועל כעת 
2F:[0,1] [0,1] .  

 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Urysohn%27s_lemma
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S: נניח הגדרה {f :X }i i i IY    אוסף של פונקציות. אומרים שS : 

אם לכל מפריד נקודותא. 
1 2x x  בX קיים

0 0
f :Xi iY  בS  כך ש

0 01 2f ( ) f ( )i ix x 

xאם לכל וקבוצות סגורות מפריד נקודותב.  X וקבוצה סגורהx C  בX 

קיים    
0 0

f :Xi iY  בS  כך ש   
0 0

f ( ) f (C)i ix   . 

 

  :(על פונקצית האלכסון) משפט

Sנניח . 1 {f :X }i i i IY    ת האלכסוןפונקציונתבונן ב רציפותאוסף של פונקציות   

: X ( , ) (x) ( (x))i I i i i i I

i I

f f Y Y f f  



     . 

 רציפה חח"ע. fמפריד נקודות אז  Sא. אם 

1X, מפריד נקודות וקבוצות סגורות S םאב.  T אזf.שיכון טופולוגי 

iומתקיים   רציפה  f משפט על האלכסוןלפי א.  הוכחה: ii I f p f   . 

לכן אם 
0 01 2f ( ) f ( )i ix x   1אז 1 2 2(x ) ( (x )) (x ) ( (x ))i i I i i If f f f    . 

1X ב. T  האוסף  (א)לפי שלב לכןS ע."חחהיא ופונקצית אלכסון  מפריד נקודות  

:שפונקציה )חח"ע+על+רציפה( "מצומצמת בטווח"  מ"ל  ( )f X f X ה. סגור 

)מ"ל    ) ( ) ( )f C f X f C      לכלC  סגור בX . 

)מ"ל    ) ( ) ( )f C f X f C   הכלה(  .)ברורה 

)נניח  ) ( )y f X f C  צ"ל .( )y f C  . 

)נקבל  ) ( )x X y f x f C    . 

iבגלל השוויונים אז  ii I f p f   רציפות ההטלות נקבל 

( ) p ( ( )) p ( ) p ( ) ( )i i i i ii I f x f x f C f C f C      

x. אז בהכרח Cוקבוצה סגורה  xמפריד נקודה  לא Sזאת אומרת  C . 

)זה מוכיח  ) ( )y f x f C   . 

 
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 מ"ט. התנאים הבאים שקולים:X: נניח משפט

1 .X 2מפקטי והאוסדורפי   )ז"א  קוX Comp T  .) 

2  .X  הומיאומורפי לתת קבוצה סגורה של קוביתTychonoff [0,1]S  . 

   1  2:  הוכחה

[0,1]S Comp  משפט(Tychonoffתת קב  .) .2וצה סגורה גם קומפקטיתT  תכונה כפלית

2Xותורשתית. לכן  Comp T . 

 1   2 

2Xנניח  Comp T    מ"ל שקיים שיכון טופולוגי .f : [0,1]SX   עבורSסוים. מ 

2הוכחנו ש   4Comp T T  נשתמש במשפט .Urysohn  4 4

funcT T  . 

a,לכל זוג של נקודות שונות  b X פונקציה רציפה  נבחרב

, : [0,1], f(a) 0,f(b) 1a bf X    . 

:S,אוסף של כל הפונקציות שנבחרו   { | }s a bf f a b      ( ז"אs ( ,b),a a b    ) 

:משרה פונקצית האלכסון     [0,1] ( ) ( ( ))S

s s Sf X f x f x   . 

 הפונקציה היא רציפה )הוכחנו ...( "מפרידה נקודות" ז"א היא חח"ע. 

 נקבל שהפונקציה היא מגדירה שיכון טופולוגי )על קבוצה סגורה(.  משפט השיכוןלפי 

 

 

 (chonoffTyניברסליות של קוביות והא) משפט

  באים שקולים:תנאים הה

1 .
3.5X T 

2  .X קובית  ךמשוכן לתוTychonoff [0,1] מסוימתS
 . 

 :  הוכחה

1 2    

3.5X T לכן קיים אוסף פונקציות{ : [0,1]}i i IS f X   נקודות וקבוצות  שמפריד

:)למשל   סגורות ( ,[0,1])S C X) .  נגדיר  פונקצית האלכסון: X [0,1]S

i I if f   

 שיכון טופולוגי לפי המשפט הקודם. 
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2 1    

S[0,1]( Tychonoffלפי משפט על המכפלה )גם  Comp כפלית. .  האוסדופיות תכונה 

S[0,1]2לכן   Comp T   עכשיו נזכיר ש .
2 4 3.5Comp T T T    ו

3.5T  תכונה

 תורשתית. 

 

 

: חשובה תוצאה
3.5X T אם ורק אם לX  .יש קומפקטיפיקציה 

 

 )מטריזציה( משפט

 ם:התנאים הבאים שקולי

1 .
2X Metriz B    :שקול(X Metriz Sep  .) 

2  .X  משוכן לתול קוביתHilbert [0,1]. 

 :  הוכחה

1 2    

}בגלל המשפט הקודם מ"ל שקיים אוסף בן מניה  : [0,1]}i i IS f X   נקודות שמפריד

 . וקבוצות סגורות

נתון 
2X Metriz B  קיים בסיס בן מניה .{ }n nO  . 

n,לכל זוג  mO O   עם התנאיm nO O   נבחר פונקציה רציפה אחת, : [0,1]m nf X  

,כך ש   ,( ) 0, (X\ ) 1m n m m n nf O f O  ( 4אפשרי כי זה 4

funcMetriz T T ) 

 של פונקציות שנבחרו הוא בן מניה. Sאז אוסף 

 . נקודות וקבוצות סגורותמפריד Sמ"ל ש משפט אלכסון פונקציות הבגלל 

xנניח  C  וC  .סגורה{ }n nO  לבחור אפשר  גיה לכןבסיס לטופולו 

סביבה פתוחה  
nO  כך ש\nx O X C  . 

)קיימת סביבה  )U N x  כך שnU O  

))למשל כדור  , ) ( , ) [ , ] nx U B x B x B x O        .) 
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{ }n nO   קיים לכן בסיס
mO   כך ש

mx O U  . נקבל 

\m m nx O O U O X C     

,אז  : [0,1]m nf X  המפריד ,x C (  כי היא מפרידה, \m nO X O )   

2 1    

2[0,1] Metriz B   וכך גם כל תת מרחב שלו )כי
2,Metriz B  .)תכונות תושתיות 

 

 

 

  :מידע

   )Urysohn משפט ) אפשר להוכיח א. 
3 2T B Metriz    

 (.  J.R. Munkres, Topology  :מצויין )ראו למשל ספר

לכן במשפט הקודם התנאי הראשון ניתן להחליש ל  
3 2X T B   . 

 י "ע (קובית הילברט :השםמצדיק את ) 2lמשוכן לתון מרחב הילברט  [0,1]ב. 

1 1
2 1 2 3 1 2 32 3

:[0,1] ( , , , ) ( , , , )l a a a a a a  


