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 האינטגרל המסוים

 (האינטגרל המסוים לפי סכומי רימן) תזכורת

,𝑎]יהי  𝑏]  ותהי𝑓 .פונקציה 

𝑃תהי  ≔ 𝑎 = 𝑥0 < ⋯ < 𝑥𝑘 = 𝑏  חלוקה של[𝑎, 𝑏]  ו- 𝑑1 ∈ [𝑥0, 𝑥1], ⋯ , 𝑑𝑘 ∈ [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘]. 

:Δ1נסמן:  = 𝑥1 − 𝑥0, ⋯ , Δ𝑘 ≔ 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1 ו ,- 𝜆(𝑃) = max{Δ1,⋯ , Δ𝑘}. 

 אז: 

𝜎(𝑃) ≔∑Δ𝑖 ⋅ 𝑓(𝑑𝑖)

𝑘

𝑖=1
𝜆(𝑃)→0
→    𝐼 ≔ ∫𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

 

 (𝑫𝒂𝒓𝒃𝒐𝒖𝒙)הסכומים של דרבו 

 הגדרה

,𝑎]פונקציה חסומה בקטע  𝑓תהי  𝑏]. 

𝑃תהי  ≔ 𝑎 = 𝑥0 < ⋯ < 𝑥𝑘 = 𝑏 של  חלוקה[𝑎, 𝑏]. 

1נגדיר לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 :𝛼𝑖 ≔ inf{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]  ו- 𝛽𝑖 ≔ sup{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]}. 

 נגדיר:

�̅�(𝑃) ≔∑Δ𝑖 ⋅ 𝛽𝑖

𝑘

𝑖=𝑖

 

𝑠(𝑃) ≔∑Δ𝑖 ⋅ 𝛼𝑖

𝑘

𝑖=𝑖
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 למה

,𝑎]חלוקה של  𝑃תהי  𝑏]. 

 אזי:

 

𝑠(𝑃) = inf{𝜎(�̃�)}
.

�̅�(𝑃) = sup{𝜎(�̃�)}
 

 .𝑃 חלוקה מנוקדת המתקבלת מבחירת נקודות בקטעי החלוקה �̃�כאשר 

 הוכחה

 כנ"ל. �̃�תהי 

𝑠(𝑃) :טענה ≤ 𝜎(�̃�). 

1 לכל: הוכחה ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 :𝛼𝑖 = inf{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]} ≤ 𝑓(𝑑𝑖):לכן , 

𝑠(𝑃) =∑Δ𝑖 ⋅ 𝛼𝑖

𝑘

𝑖=1

≤∑Δ𝑖 ⋅ 𝑓(𝑑𝑖)

𝑘

𝑖=1

= 𝜎(�̃�) 

□ 

 .אינפימוםחסומה מלרע, לכן קיים לה  {𝜎(�̃�)}לכן, הקבוצה 

 בנוסף:

𝑠(𝑃) =∑Δ𝑖 ⋅ 𝛼𝑖

𝑘

𝑖=1

≤ 𝜎(�̃�) 

 חסם מלרע.  𝑠(𝑃) לכן ,�̃�לכל 

 האינפימום. 𝑠(𝑃)כי נוכיח 

0יהי  < 𝜀.  

𝜎(�̃�) :, כך ש�̃�למצוא חלוקה מנוקדת נרצה  < 𝑠(𝑃) + 𝜀. 
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 נגדיר:

𝜀̃ ≔
𝜀

𝑏 − 𝑎
 

 אז:

∑Δ𝑖 ⋅ (𝛼𝑖 + 𝜀̃)

𝑘

𝑖=1

=∑Δ𝑖 ⋅ 𝛼𝑖

𝑘

𝑖=1

+∑Δ𝑖 ⋅ 𝜀̃

𝑘

𝑖=1

= 𝑠(𝑃) + 𝜀̃ ⋅ (𝑏 − 𝑎) = 𝑠(𝑃) + 𝜀 

1עפ"י הגדרת האינפימום, לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘קיים ,: 𝑓(𝑑𝑖) ∈ {𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ [𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖] כך ש: 

𝑓(𝑑𝑖) < 𝛼𝑖 + 𝜀̃ 

:�̃� :חלוקה מנוקדתנקבל  𝑑𝑖 ∈ [𝑥0, 𝑥1], ⋯ , 𝑑𝑘 ∈ [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] .אז: 

𝜎(�̃�) =∑Δ𝑖 ⋅ 𝑓(𝑑𝑖)

𝑘

𝑖=1

<∑Δ𝑖 ⋅ (𝛼𝑖 + 𝜀̃)

𝑘

𝑖=1

= 𝑠(𝑃) + 𝜀 

  :לכן

𝑠(𝑃) = inf{𝜎(�̃�)} 

 באופן דומה. �̅�(𝑃)ההוכחה עבור 

∎ 

 הגדרה

,𝑎]של  𝑃1 חלוקה 𝑏]  של חלוקה עידון היא𝑃2  של[𝑎, 𝑏]  אם𝑃2 ⊆ 𝑃1. 

 למה

 , אז:𝑃עידון של  �̃�אם 

�̅�(𝑃) ≥ �̅�(�̃�)
.

�̅�(𝑃) ≥ �̅�(�̃�)
 

 לכן, החסמים הופכים הדוקים יותר ככל שמעדנים את החלוקה.
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 הוכחה

 ע"י הוספת נקודה אחת. 𝑃 –מתקבלת מ  �̃�נוכיח הטענה כאשר 

𝑃עידון כללי  ⊂ �̃�  מתקבל מ– 𝑃 ע"י סדרה סופית של עידונים ע"י הוספת נקודה אחת בכל פעם. 

 עבור שוויון הטענה טריוויאלית.

𝑃תהי  ≔ 𝑥0 < ⋯ < 𝑥𝑘  חלוקה של[𝑎, 𝑏]. 

,𝑎]חלוקה של  �̃� -נניח ש  𝑏]  המתקבלת מ– 𝑃  ע"י הוספת נקודה כלשהי𝑦. 

𝑗יהי ∈ {1,⋯ , 𝑘}  :כך ש𝑥𝑗−1 < 𝑦 < 𝑥𝑗. 

 נסמן:

𝛽𝑗,0 ≔ sup{𝑓(𝑥): 𝑥𝑗−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦}; 𝛽𝑗,1 ≔ sup{𝑓(𝑥): 𝑦 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑗} 

 אזי:

�̅�(𝑃) =∑Δ𝑖 ⋅ 𝛽𝑖
𝑖≠𝑗

+ Δ𝑗 ⋅ 𝛽𝑗  

�̅�(�̃�) =∑Δ𝑖 ⋅ 𝛽𝑖
𝑖≠𝑗

+ (𝑦 − 𝑥𝑗−1) ⋅ 𝛽𝑗,0⏞

≤𝛽𝑗

+ (𝑥𝑗 − 𝑦) ⋅ 𝛽𝑗,1⏞

≤𝛽𝑗

 

�̅�(�̃�) ≤∑Δ𝑖 ⋅ 𝛽𝑖
𝑖≠𝑗

+ (𝑦 − 𝑥𝑗−1 + 𝑥𝑗 − 𝑦) ⋅ 𝛽𝑗 

�̅�(�̃�) ≤∑Δ𝑖 ⋅ 𝛽𝑖
𝑖≠𝑗

+ Δ𝑗 ⋅ 𝛽𝑗  

�̅�(�̃�) ≤ �̅�(𝑃) 

 דומה.באופן  𝑠(𝑃)עבור ההוכחה 

∎ 

 למה

,𝑎]של  �̃�אם חלוקה  𝑏]  מתקבלת מחלוקה𝑃  של[𝑎, 𝑏]  ע"י הוספת𝑚 :נקודות, אז 
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�̅�(𝑃) ≤ �̅�(�̃�) + 𝑚 ⋅ 𝜆(𝑃) ⋅ 𝜔
.

�̅�(𝑃) ≤ �̅�(�̃�) + 𝑚 ⋅ 𝜆(𝑃) ⋅ 𝜔
 

 כאשר:

𝜔 ≔ sup 𝑓(𝑥)
𝑥∈[𝑎,𝑏]

− inf 𝑓(𝑥)
𝑥∈[𝑎,𝑏]

 

 

 הוכחה

 .𝑚נוכיח באינדוקציה על 

𝑚: בסיס = 1. 

 בסימוני ההוכחה הקודמת:

�̅�(𝑃) − �̅�(�̃�) = Δ𝑗⏞

𝑥𝑗−𝑦+𝑦−𝑥𝑗−1

⋅ 𝛽𝑗 − (𝑦 − 𝑥𝑗−1) ⋅ 𝛽𝑗,0 − (𝑥𝑗 − 𝑦) ⋅ 𝛽𝑗,1 

�̅�(𝑃) − �̅�(�̃�) = (𝑦 − 𝑥𝑗−1) ⋅ (𝛽𝑗 − 𝛽𝑗,0)
⏞      

≤𝛽𝑗−𝛼𝑗≤𝜔

+ (𝑥𝑗 − 𝑦) ⋅ (𝛽𝑗 − 𝛽𝑗,1)
⏞      

≤𝛽𝑗−𝛼𝑗≤𝜔

 

�̅�(𝑃) − �̅�(�̃�) ≤ (𝑦 − 𝑥𝑗−1) ⋅ ω + (𝑥𝑗 − 𝑦) ⋅ 𝜔 

�̅�(𝑃) − �̅�(�̃�) ≤ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1)
⏞      

=Δ𝑗

⋅ 𝜔 

�̅�(𝑃) − �̅�(�̃�) ≤ 𝜆(𝑃) ⋅ 𝜔 

𝑚: צעד > 1. 

 נקודות. 𝑚ע"י הוספת  𝑃 –מתקבלת מ  �̃�נניח כי 

𝑃תהי  ⊆ �̃̃� ⊆ �̃�  :כך ש|�̃̃�\𝑃| = 𝑚 − 1, |�̃�\�̃̃�| = 1. 

 עפ"י הנחת האינדוקציה:

�̅�(𝑃) − �̅� (�̃̃�) ≤ (𝑚 − 1) ⋅ 𝜆(𝑃) ⋅ 𝜔 
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�̅� (�̃̃�) − �̅�(�̃�) ≤ 1 ⋅ 𝜆 (�̃̃�) ⋅ 𝜔 ≤ 1 ⋅ 𝜆(𝑃) ⋅ 𝜔 

⇓ 

�̅�(𝑃) − �̅�(�̃�) ≤ 𝑚 ⋅ 𝜆(𝑃) ⋅ 𝜔 

∎ 

 הערה

,𝑃לכל שתי חלוקות  �̃�  של[𝑎, 𝑏]:מתקיים , 

𝑠(𝑃) ≤ �̅�(�̃�)  

 הוכחה

𝑃החלוקה  ∪ �̃�  של[𝑎, 𝑏] מעדנת את 𝑃  ואת�̃�. 

 לכן:

𝑠(𝑃) ≤ 𝑠(𝑃 ∪ �̃�) ≤ �̅�(𝑃 ∪ �̃�) ≤ �̅�(�̃�) 

∎ 

 הערה

𝛼נסמן  ≔ inf 𝑓(𝑥)
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝛽 -ו   ≔ sup𝑓(𝑥)
𝑥∈[𝑎,𝑏]

. 

 אזי:

𝛼 ⋅ (𝑏 − 𝑎) =∑Δ𝑖 ⋅ 𝛼

𝑘

𝑖=1

≤∑Δ𝑖 ⋅ 𝛼𝑖

𝑘

𝑖=1

= 𝑠(𝑃) ≤ �̅�(𝑃) =∑Δ𝑖 ⋅ 𝛽𝑖

𝑘

𝑖=1

≤∑Δ𝑖 ⋅ 𝛽

𝑘

𝑖=1

= 𝛽 ⋅ (𝑏 − 𝑎) 

 חסומות. {𝑠(𝑃)} -ו  {�̅�(𝑃)}בפרט, הקבוצות 

 הגדרה

 בהמשך לסימונים הנ"ל, נגדיר:

𝐼 ≔ inf{𝑠(𝑃)}  

𝐼 ̅ ≔ sup{�̅�(𝑃)}  
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= 𝐼 התחתון של דרבול האינטגר. 

= 𝐼̅  העליון של דרבוהאינטגרל. 

𝑠(𝑃)כיוון ש:  ≤ �̅�(�̃�) :אז ,𝐼 ≤ 𝑠(𝑃) ≤ 𝐼 𝐼, לכן: ̅ ≤ 𝐼 ̅. 

∎ 


