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ים - xקבוצת כל ה  B. תהי  [0,1]הינה קבוצה מדידה ב  n nAמידת לבג. נניח כי לכל   mתהי  .1

 .  nAהמופיעים באינסוף קבוצות 

 הינה מדידה לבג. Bהראו כי  .א
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 פתרון: 

 בצורה הבאה: Bנשים לב כי ניתן לכתוב את  .א
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}ים אשר נמצאים בכל זנב של הסדרה - xבמילים, אנו רוצים את כל ה }nA ראינו בהרצאה כי .

אלגברה ולכן סגורות לחיתוך ואיחוד בן מנייה. מכאן שאם נסמן  -המדידות הינן סיגמא הקבוצות

k n
k n

E A
∞

=

=


}נקבל שהסדרה   }kE  הינה סדרה של קבוצות מדידות ולכן הקבוצהB  הינה

 מדידה שכחיתוך של מדידות.
 

1נשים לב כי  .ב 2E E⊆ ⊆   וגם מתקיים כי( )1 1m E 1שכן  ≥ [0,1]E . ראינו כי מידה הינה  ⊇

 "רציפה" ומכאן ש 
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0εיהי  .2  . הוכח כי אם מתקיים הינה קבוצת בורל ב  Aמידת לבג, ונניח כי   m, תהי  <
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)אזי  Iלכל אינטרוול  ) 0m A = . 

 

)פתרון: נניח תחילה כי  )m A <   m(שמסכימה עם  m*. אזי עפ"י ההגדרה של המידה החיצונית  ∞

Aכך ש  Oלכל קבוצה מדידה  בורל) קיימת קבוצה פתוחה  O⊂  ו( )m O < . ניתן לרשום ∞
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 קטעים זרים ופתוחים. נקבל כי nIכאשר  
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)מכאן נובע כי  ) 0m A O∩ )ולכן  = ) 0m A =. 

)עבור המקרה בו  )m A = ]נתסתכל על  ∞ ]1,iA A i i= ∩  . ברור כי מתקיים i∈עבור  −
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)עפ"י המקרה הקודם נובע כי .Iלכל אינטוול  ) 0im A  . מכאן ש =
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Gהגדרה: נאמר שקבוצה  .3 ⊆   היא מטיפוסGδ
כחיתוך בן מנייה של קבוצות אם ניתן להציג אותה  

 פתוחות.
 

Eתהי ⊆   הוכיחו שקיימת קבוצהG Gδ∈  המקיימתE G⊆  וכן( ) ( )* *m G m E= . 



 עקבו אחרי השלבים הבאים:הדרכה: 
Eהוכיחו שלכל קבוצה  .א ⊆   0ולכלε E, המקיימת  Oקיימת קבוצה פתוחה  < O⊆  וכן 

 ( ) ( )* *m O m E ε< + 

 בנו סדרה של קבוצות פתוחות מתאימות ע"פ א' וחיתכו אותן. .ב
 

Eפתרון: תהי  .א ⊆ . פתוחה  עפ"י ההדרכה, נמצא קבוצהO כך ש( ) ( )* *m O m E ε< + .

סכום של אורך של קטעים שאיחודם מכיוון שהמידה החיצונית של קבוצה הינה האינפימום על 
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הינה קבוצה פתוחה המקיימת  O, נקבל כי  
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Gδ. זוהי קבוצה ב  
. מהמונטוניות של המידה  
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. נשאיף לאינסוף ונקבל 

 את הפתרון.

 

). הראו כי לכל  X משפחה כלשהי של קבוצות ב תהי  .4 )A σ∈   קיימת משפחה בת מנייה⊆D  

)כך ש  )A σ∈ D . 

 הדרכה: 

)הראו כי קבוצת הקבוצות ב  .א )σ  .המקיימות את תכונה זו הינה סיגמא אלגברה 

 מקיימות את תכונה זו והסיקו את הנדרש כי הקבוצות בהראו  .ב
 פתרון: 

 

)קבוצת כל הקבוצות ב Sנסמן ב   .א )σ  המקיימות את התכונה ונראה כיS :הינה סיגמא אלגברה 

i. ניקח  E∈ ברור כי ,( )X Eσ∈  ומכאן שX S∈ .  

ii.  אםA S∈  אזי נובע כי קיימת סדרה{ }nE  כך שnE ∈  וגם( ),nA E nσ∈ ∈ 

)מכאן ש  ),c
nA E nσ∈ ∈  ולכןcA S∈ . 
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 הינה סיגמא אלגברה.  Sמכאן ש 

)מתקיים כי  E∈ברור כי לכל  .ב )E Eσ∈  ולכןE S∈  מכאן נובע כי .( )E Sσ  וסיימנו. ⊇

 

 


