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  :1תשובה 

ܣקיימת  . אלגברה-סיגמא ८Ω  .א ك Ω ് ܣ. לכן האוסף אינו ריק  ك Ω קבוצה אזי -תת

ܣ ൌ ܣ െ Ω כמו כן אם . קבוצה -תתሼܣሽאூ ܣ ك Ω   ڂאזי A୧ ك Ωאூ . 
 ):ג(וגם   .ב
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ܽתמיד מתקיים    .א א ܺ ՜ ܽ א ܽומאחר ש  . לכן היחס רפלקסיבי ܺ א ܺ ՜ ܾ א ܺ ՜ ܿ א ܺ 
ܽגורר ש  א ܺ ՜ ܿ א   ܾ~ܽיהיו .  נוכיח כי היחס הוא סימטרי. היחס הוא גם טרנזיטיבי ܺ

ܺותהי  א ८   ܾכך ש א ܽנניח בשלילה ש .  ܺ ב ܽאזי , ܺ א ܺ  . ܺמאחר ש א ८ ו- 
ܾנובע ש  ܾ~ܽ א ܺ  ܾלכן ב  .בסתירה להנחה ܺ

ܺעבור .  ܽאת מחלקת השקילות של איבר   ሾܽሿ-בנסמן   .ב א ८   מתקייםሾܽሿ ת ܺ ൌ ሾܽሿ  אם
ሾܽሿורק אם  ת ܺ ് ݔאם קיים , אכן.  א ሾܽሿ ת י ההגדרה כל איבר ששקול לו "אז עפ    ܺ
ሾܽሿלכן    X-נמצא ב ك מכאן                                              . הכיוון ההפוך טריוויאלי  ܺ

ܺ ൌ ܺ ת Ω ൌ ܺ ת ڂ ሾܽሿא Ω ൌ ڂ  ሾܽሿ ת ܺא Ω ൌ ڂ  ሾܽሿא X. 



ܺ  כל)  ב(לפי   .ג א ८  אם מספר . ניתן להצגה כאיחוד מחלקות השקילות שאינן זרות לו
. באלגברה סיגמא  ܺאפשרויות לקבוצות  2Nאזי יש לכל היותר  Nהמחלקות בכלל הוא סופי 

ונות לכן נוכל לקחת מספר אינסופי בן מניה של מחלקות שקילות ש .בסתירה  להנחה
,ଵܧ ,ଶܧ ,ଷܧ ݁ובכל אחת איבר    … א  ܧמאחר ש .  ܧ ת ܧ ൌ ݅עבור   ് ݆  ݁   אינו שקול

ܺנובע שקיימת קבוצה ~ י הגדרת "עפ, לכן  ݁ -ל א ८  ݁כך ש א ܺ  אבל݁ ב ܺ . ניקח
ܣ ൌ ځ ܺஷ ܣברור ש .    א ८  ומקיימת , אלגברהכחיתוך בן מניה של קבוצות בסיגמא

 .את התכונה הנדרשת
ሺԳሻऀפונקציה  מגדירים   .ד ՜ ८  ܰי "ע  ڂ ேאܣ ܰע שכן אם "פונקציה זו חח.    ് ଵܰ 

݊כך ש    ݊ אזי קיים טבעי  א ܰ  ݊אבל ב ଵܰ  לכן לפי התכונה של משפחת הקבוצות
݁קיים איבר שבנינו  א  . ଵܰאך אינו בתמונה של  ܰששייך לתמונה של  ܣ

|८|ע מתקיים ש "מאחר וההעתקה שלעיל היא חח  .ה  |ऀሺԳሻ| ൌ బא2  אינה   ८לכן  א
 .מניה-בת
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,൫Ω  יהי  ८, ܲ൯ להלן הוכחה לקבוצה גדולה יותר של תכונות מאשר נתבקשתם. מרחב הסתברות:  

  :הוכחות
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אינה  Yאינה בסיגמא אלגברה  שכן אם  Yהקבוצה הראשונה שהוא הגדיר אינה סיגמא אלגברה אם 
ܣבסיגמא אלגברה אז  ת ܣאינה באלגברה שכן אם היתה אז  ܻ  ሺܣ ת ܻሻ ൌ ሺܣ  ሻܣ ת

ሺܣ  ܻሻ ൌ אינה נמצאת  Y-ב Aאי לכך המשלימה של . היתה צריכה ליהיות באלגברה Yלכן גם  ܻ
ܻכמובן שאם . Yבאוסף לכן זוהי אינה סיגמא אלגברה על  א ८ יתקיים ותיהיה ן לא הטיעון האחרו

  .בידינו סיגמא אלגברה

  :הקבוצה השניה היא סיגמא אלגברה

ܣנסמן  ൌ ሼܣ ת ܻ  ܣ א ८ሽ  

 ܻ ת ܺ ൌ ܻ א ܺכי   ܣ א ८  . ܤאם א ܤאזי    ܣ ൌ ܣ ת ܣעבור  ܻ א ८                                    אזי
ܻ െ ܤ ൌ ሺܺ െ ሻܣ ת ܻ א ܤבלסוף אם .  ܣ א ܤעם  ܣ ൌ ܣ ת אזי                                    ܻ

ڂ ܤ ൌ ڂ ܣ ת ܻ  ൌ ሺڂ  ܣ ሻ ת ܻ א   . ܣ

  

८הוכחנו לעיל ש .  נעבור לסעיף ב ൌ ሼܣ ת ܣ | ܤ א ८ሽ    ܤהיא אכן סיגמא אלגברה על .  

:ܲלכן נותר להוכיח ש   ८ ՜ ሾ0,1ሿ מקיימת את אקסימות פונקצית ההסתברות.  



  

  


