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 31.05.2020                                            11טופולוגיה                          הרצאה 

 

  :משפט )על השיכון והומיאומורפיזם(

𝑋נניח  ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 ,𝑌 ∈ 𝑇2 ,𝑓: 𝑋 → 𝑌  אזי וחח"ערציפה .𝑓 שיכון טופולוגי  

:𝑓)ז"א  𝑋 → 𝑓(𝑋) .)הומיאומורפיזם 

 הומיאומורפיזם. 𝑓ואז צ"ל  .על 𝑓 –מ"ל את המשפט בהנחה ש   הוכחה:

 ( בהגדרת הומיאומורפיזם מתקיימים עפ"י הנתון )ישר(.2) –( ו 1תנאים )

𝑋    –( רציפות של ההופכי 3
𝑓−1

← 𝑌 = 𝑓(𝑋) 

פונקציה סגורה. כאן נשתמש במשפט  𝑓 –על רציפות, מספיק להראות ש  3לפי קריטריון 

 הקודם.

∎ 

 נקבל הומיאומורפיזם.אז  על 𝑓במקרה הפרטי, אם בנוסף א.    :הערה

 חשובה מאוד. ראינו דוגמאות... 𝑋קומפקטיות של ב.            

)ג.             )f X   .סגור 

): נניח תוצאה , ) CompX    ו  טופולוגיה עלX  2עם תכונתT (Hausdorff כך )

ש   אז . . 

 

𝛼נניח  הגדרה: = {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼  אוסף תת קבוצות בקבוצה𝑋.   

𝜶א(  ∈ 𝑭𝑰𝑷  תכונת החיתוך הסופי, אם–     ⋂ 𝐴𝑗𝑗∈𝐽 ≠ 𝐽לכל      ∅ ⊆ 𝐼 סופית. 

𝜶ב(  ∈ 𝑰𝑷  אם⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ≠ ∅. 

 א(. ⇐ב ברור  )

}כל סדרה דוגמה: }n nA   1יורדת 2A A  קבוצות לא ריקות היא  שלFIP 

𝐴𝑛               למשל:            ≔ {𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… } , 𝑛 ∈ ℕ 

𝛼 = {𝐴𝑛}𝑛∈ℕ ∈ 𝐹𝐼𝑃\𝐼𝑃 
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 מ"ט. אזי התנאים הבאים שקולים: 𝑋נניח  (:𝑪𝒐𝒎𝒑של  𝑭𝑰𝑷משפט )קריטריון 

1 )𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝. 

2 )𝐼𝑃 ∋ 𝛼 ⇐ {
𝐹𝐼𝑃 ∋ 𝛼 = {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼
∀𝑖 ∈ 𝐼: 𝐴𝑖 סגורה

 

 הוכחה:

𝑂𝑖}אם ורק אם האוסף של המשלימים  𝑋כיסוי פתוח של  𝑖∈𝐼{𝑂𝑖} -שימו לב ש 
𝑐}𝑖∈𝐽 

 .𝐼𝑃)קבוצות סגורות( הוא לא 

⋃𝑂𝑖 = 𝑋 ↔⋂𝑂𝑖
𝑐 = ∅ 

 ...𝐶𝑜𝑚𝑝והגדרת  de Morgan כללי

∎ 

ℝ    דוגמה: ∉ 𝐶𝑜𝑚𝑝   דרך(𝐹𝐼𝑃       .) 

  𝐴𝑛 ≔ [𝑛,∞), 𝑛 ∈ ℕ  סגורות  ו-      𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ 𝐴3 ⊃ ⋯ 

{𝐴𝑛}𝑛∈ℕ ∈ 𝐹𝐼𝑃\𝐼𝑃 

}1:   דוגמה : } Comp
n

Y n   

1{ : , }k n
A n k n    1סגור 2A A       k

k

A


   . 

 

 :לשלמות מאינפי 𝐶𝑎𝑛𝑡𝑜𝑟קריטריון   תזכורת:

 התנאים הבאים שקולים:

,𝑋)א(  𝑑)  שלםמ"מ. 

𝑛∈ℕ -    𝐴1{𝐴𝑛}ב( לכל סדרה יורדת  ⊇ 𝐴2 ⊇ 𝐴3 ⊇ ⋯ 

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴𝑛) –כך ש סגורות של קבוצות      
𝑛→∞
  –מתקיים  0   →

{𝑐} =⋂𝐴𝑛
𝑛∈ℕ

≠ ∅ 

 

,𝑋)כל מרחב מטרי  משפט: 𝑑) .קומפקטי הוא מ"מ שלם 

 (  FIP: )דרך קריטריון קנטור + קריטריון הסבר
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𝑛∈ℕ -    𝐴1{𝐴𝑛}נניח נתונה סדרה יורדת של קבוצות סגורות    ⊇ 𝐴2 ⊇ 𝐴3 ⊇ ⋯  

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴𝑛)כך ש 
𝑛→∞
 . אז 0   →

𝛼 = {𝐴𝑛} ∈ 𝐹𝐼𝑃 

𝐴𝑛  סגור. לכן בגלל הקומפקטיות אכן⋂ 𝐴𝑛𝑛∈𝐼 ≠ ∅. 

⇓ 

𝛼 ∈ 𝐼𝑃 

 המרחב הוא שלם.  קנטור נקבלואז מקריטריון 

∎ 

 

𝑯𝒆𝒊𝒏𝒆משפט ) − 𝑩𝒐𝒓𝒆𝒍):  

𝑋נניח  ⊆ ℝ𝑛:אזי התנאים הבאים שקולים . 

1 )𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝. 

2 )𝑋 .חסום וסגור 

 הוכחה:

(2) ⇐ (1): 

 : ח"כ(יותר )הוכחנוכל מ"מ קומפקטי הוא חסום  – חסימות

ℝ𝑛 – סגירות ∈ 𝑇2.נפעיל את משפט הסגירות . 

(2) ⇒ (1): 

ℝ𝑛קיימת קובייה    חסום וסגור. 𝑋נניח  ⊃ 𝐾  כך ש–   𝑋 ⊆ 𝐾 

𝐾    כ"בה  דרך א': = [𝑎, 𝑏]𝑛 

𝐾, אכן 𝑇𝑦𝑐ℎ𝑜𝑛𝑜𝑓𝑓אז לפי  ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝  אם ידוע ש(- [𝑎, 𝑏] ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝.) 

 (:𝐶𝑎𝑛𝑡𝑜𝑟דרך ב' )

𝐶𝑜𝑚𝑝 -נניח בשלילה ש  ∌ 𝐾. 

 

 



4 
 

( דרך 2𝑛ללא תת כיסוי סופי. נחלק תתי קוביות )מספר =  Kשל  פתוח ז"א יש כיסוי 

"קובייה בעייתית" אם אין תת כיסוי סופי עבור  –החלוקה של הצלעות. נקרא לתת קובייה 

 .𝐾1הכיסוי הנ"ל. אז יש לפחות תת קובייה אחת בעייתית 

𝐾1נחלק לתתי קוביות ואז יש תת קובייה  באופן דומה ⊃ 𝐾2  כך ש- 𝐾2  .בעייתית 

𝐾1    –אז נקבל  ⊃ 𝐾2 ⊃ 𝐾3 ⊃ ⋯ 

 סדרה יורדת של קוביות )סגורות לא ריקות(. 

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐾𝑖) → 0 

ℝ𝑛 :יש איבר משותף  שלם, לכן לפי קריטריון קנטור    {𝑐} = ⋂ 𝐾𝑖𝑖∈ℕ ≠ ∅ 

𝑐 ∈ 𝐾 לכן קיים איבר מסוים של הכיסוי .𝑂𝑗 ∈ 𝛼  כך ש–  𝑐 ∈ 𝑂𝑗 

𝑟∃      הפתיחותבגלל  > 0: 𝐵𝑟(𝑐) ⊂ 𝑂𝑗 

𝑚∃      –לכן  ∈ ℕ: 𝑐 ∈ 𝐾𝑚 ⊂ 𝐵𝑟(𝑐) ⊂ 𝑂𝑖 

  של הכיסוי. 𝑂𝑖מכוסה ע"י איבר אחד  𝐾𝑚 קיבלנו ש

 לבנייה!לא בעייתית בסתירה  𝐾𝑚לכן 

∎ 

𝐻𝑒𝑖𝑛𝑒משפט   הערה: − 𝐵𝑜𝑟𝑒𝑙 כ לא נכון אם מחליפים בד"ℝ𝑛  במרחבים מטריים או

 נורמיים אחרים. 

 )כבר דיברנו על זה(  דוגמה:

 יש תת קבוצה חסומה וסגורה לא קומפקטית. 𝑙2 במרחב הילברט

𝐴  למשל: ≔ {𝑒1, 𝑒2, … } ⊂ 𝑙2    ( לא קומפקטי לכןדיסקרטי אינסופי). 

 

,𝑋)נניח  משפט )קומפקטיות במרחב מטרי(: 𝑑) :מ"מ. התנאים הבאים שקולים 

1 )𝑋 = (𝑋, 𝑡𝑜𝑝(𝑑)) ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝. 

2 )𝑋 ∈ 𝑆𝐶𝑜𝑚𝑝   .)לכל סדרה יש תת סדרה מתכנסת( 

3 )𝑋 ∈ 𝐵𝑊   תכונת(Weierstrass-Bolzano  ב אינסופיתלכל קבוצה- 𝑋 .)יש נקודת הצטברות 

4 )(𝑋, 𝑑) .שלם וחסום כליל 
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 הוכחה:

(1) ← (4): 

𝐻𝑒𝑖𝑛𝑒משפט דומה ל − 𝐵𝑜𝑟𝑒𝑙  . 

(2) ← (1): 

𝑋נניח בשלילה שלא, כלומר  ∉ 𝑆𝐶𝑜𝑚𝑝. 

𝑛=1{𝑥𝑛}זאת אומרת, קיימת סדרה 
 .𝑋 –ללא ת"ס מתכנסת ב  ∞

∅      –נגדיר  ≠ 𝐴𝑛 ≔ {𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, … } 

𝐴1ברור                 ⊃ 𝐴2 ⊃ ⋯𝐴𝑛 ⊃ 𝑛∈ℕ{𝐴𝑛}לכן      ⋯ ∈ 𝐹𝐼𝑃. 

  –סגורות. זה נובע מ  𝐴𝑛 הערה:

𝑐𝑙(𝐴) -ידוע ש  במ"מ( 1 = 𝑠𝑐𝑙(𝐴). 

  עה על ההתכנסות )או אי התכנסות(( פרמוטציה של סדרה לא משפי2

 (.כמעט כל האיבריםבכל כדור של הגבול יש  –כאשר אנו משתמשים בהגדרת התכנסות דרך )

}       –כעת 
𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝

𝐹𝐼𝑃 ∋ {𝐴𝑛}
⇒ {𝐴𝑛} ∈ 𝐼𝑃 

𝑐 נקודה זה גורר שקיימת ∈ ⋂𝐴𝑛 ≠ ∅. 

,𝑐לכן קיימת תת סדרה קבועה   𝑐, 𝑛=1{𝑥𝑛}של הסדרה  …
 .(בסתירה להנחה שאין ת"ס מתכנסת) ∞

(3) ← (2): 

𝐴נניח  ⊆ 𝑋 צ"ל  אינסופית .𝐴′ ≠ ∅. 

𝑛=1{𝑎𝑛}קיימת סדרה  בגלל אינסופיות
 .שוניםעם איברים  𝐴 –ב  ∞

𝑋 ∈ 𝑆𝐶𝑜𝑚𝑝 ⇐  קיימת תת סדרה{𝑎𝑛𝑘}𝑘=1
∞

 .𝑋 –שמתכנסת ב  

𝑎𝑛𝑘 שונים ∧ lim
𝑘→∞

𝑎𝑛𝑘 = 𝑏 

⇓ 

𝑏 ∈ 𝐴′ 

⇓ 

𝐴′ ≠ ∅ 

(2) ← (3): 

𝑛=1{𝑥𝑛}נניח 
 . נוכיח שיש ת"ס מתכנסת.𝑋 –סדרה ב  ∞
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𝑋      –נגדיר  ⊃ 𝐴 ≔ {𝑥𝑛: 𝑛 ∈ ℕ}   דרה(.  ס)תמונה של ה 

 אז יש איבר בסדרה שחוזר אינסוף פעם ואז יש תת סדרה קבועה )מתכנסת!(. סופית 𝐴אם 

𝑋: (3)אז לפי הנתון  אינסופית 𝐴אם  ∈ 𝐵𝑊 . 

𝑧אז קיימת נקודת הצטברות  ∈ 𝐴′ . 

 .𝑧 –ששואפת ל  𝐴 –)*( אז קיימת סדרה עם איברים שונים ב 

 הערה על הפרמוטציות...ע"פ אותה 

 המקיימת את )*(. {𝑥𝑛}של  תת סדרהבה"כ ניתן להניח שיש 

 לכן קיבלנו ת"ס מתכנסת!

(4) ← (2): 

  של   שלמותקודם כל נוכיח( , )X d 

    . צ"ל שהיא מתכנסת.סדרת קושי {𝑥𝑛}נניח 

יש תת סדרה  (2)תכונה  ⇐ {𝑥𝑛𝑘} מתכנסת ב ש– 𝑋. 

אם לסדרת קושי יש ת"ס מתכנסת, אז גם הסדרה  ⇐של מרחבים מטריים  𝑚3תכונה 

 מתכנסת.

  כעת נוכיח ש- (𝑋, 𝑑)  .ח"כ 

𝜀צ"ל שלכל  >  צפופה )רשת(. – 𝜀יש תת קבוצה סופית שהיא  0

0נניח בשלילה שקיים  < 𝜀0  כך שאין𝜀0 – בונים סדרה ללא ת"ס מתכנסת. רשת : 

𝑥1ניקח  ∈ 𝑋 אז 𝑋 ≠ 𝐵𝜀0(𝑥1)    אחרת(  {𝑥1} 𝜀0 –  רשת ב- (𝑋, 𝑑).)  

𝑥2 ניקח ≠ 𝐵𝜀0(𝑥1) . מתקיים אז–  𝐵𝜀0(𝑥1) ∪ 𝐵𝜀0(𝑥2) ≠ 𝑋  

,𝑥1}אחרת  𝑥2}  𝜀0 –  שימו לב:    רשת(𝑑(𝑥1, 𝑥2) ≥ 𝜀0.) 

,𝑥1בל סדרה נמשיך כך... נק 𝑥2, 𝑥3, …. 

∀𝑖 ≠ 𝑗: 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) ≥ 𝜀0 

𝑛=1{𝑥𝑛} של ת"ס  אף אז ברור ש
 .  לא ס"ק  ∞

 הנ"ל אין ת"ס מתכנסת!זה גורר שלסדרה 

∎ 
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 heoremTychonoff T(           1935)  משפט טיכונוף

iנניח 

i I

X X


  מכפלה טופולוגית. אזיX ורק אם כל  קומפקטי אםiX  מרחב הוא

 קומפקטי.

 הוכחה: 

 )כוון אחד( 

לגבי העתקת  Xהיא גם קומפקטי כתמונה רציפה של  iXקומפקטי אז כל  Xאם  

i:ההטלה:   ip X X . 

 )כוון שני(

 : נוכיח בשתי דרכים

 . (תת בסיס )דרך Alexanderדרך א. בעזרת קריטריון קומפקטיות 

  )תכונת החיתוך הסופי(. FIP  דרךדרך ב. בעזרת קריטריון קומפקטיות 

 

 :   Alexanderקריטריון קומפקטיות 

קומפקטי אם Xשל הטופולוגיה. אזי  בסיס(-)פרא תת בסיס מרחב טופולוגי ו Xנניח 

 תת כיסוי סופי.  קיים(  )דרך איברים של  Xשל  Cורק אם לכל כיסוי 

 )נדלג( : הוכחה של הקריטריון

 כיוון אחד ברור )הגדרה של הקומפקטיות(. 

 . Alexanderמקיימים את התנאי של   ותת בסיס שלו  Xכיוון שני: נניח  מ"ט 

 ללא תת כיסוי סופי.  XשלCנניח בשלילה שלא. אז קיים כיסוי פתוח  קומפקטי. Xצ"ל ש 

 נקרא לכיסוי פתוח "בעייתי" אם אין תת כיסוי סופי. 

 . מכסימליהוא כיסוי בעייתי Cבה"כ ניתן להניח ש 

    Xאין גדול ממנו )ולא בהכרח הכי גדול( ז"א כל כיסוי פתוח של  –פירוש הדבר  מכסימליותהערה: 

 ושונה ממנו הוא לא בעייתי.Cהמכיל את           

 ש בלמה של צורן. על מנת להוכיח הקיום של כיסוי כזה נשתמ הסבר:

 אזי האיחוד הוא גם בעייתי.  שימו לב שאם נתון שרשרת של כיסויים בעייתים

 הוא מקיים את התכונה הבאה: Cבגלל המכסימליות של 

OC}{אז  C קבוצה פתוחה שלא שייכת לO)*(     אם    0לא בעייתי ולכן קיים תת אוסף סופיC 

0}{כך ש  Cשל  OC   מכסה אתX  . 

  Xהוא לא מכסה את  Cהאוסף 

 .לא בעייתי( Cגורר ש  Alexander)אחרת תנאי של 

 .  Cלא מכוסה ע"י  zכך ש  Xzלכן קיימת נקודה 

CUקיים    כך שUz  כי(C   .)כיסוי 



8 
 

 של איברים הוא בסיס(  קיימים מספר סופי  Fלפי הגדרת תת בסיס )

nSS ,,1   כך שUSz
n

i

i 



1

 . 

nSSאף  ,,1   לא שייך לC  כי אחרת(C  מכסה אתz  .) 

niלכל לכן ע"פ תכונת )*(  הנ"ל  1  קיים תת אוסף סופיiC  שכך}{ ii SC   מכסה אתX  . 

:}:{נסמן:   ii CAAG  אז  .XGS ii   ונקבל 

              XGSGSGU i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i 


)()()()(
1111

  

}{ז"א  תת אוסף סופי 
1

UC
n

i

i 


  שלC מכסה אתX! זה מוכיח את הקריטריון.    . סתירה 

 

 

 

  Tychonoffבעזרתו נוכיח כיוון שני של משפט 

 

iב  בסיס -פראבתפקיד של 

i I

X X


תיבות אלמנטריותיקח נ. 

1: {p ( ) | }i i i iO O   המקורות של קבוצות פתוחות מכל גורם . בסיס סטנדרטי-פרא

iX נניח בשלילה ש .X  קריטריוןלא קומפקטי. אז לפי Alexander  קיים תת אוסףC של

  כך שC  של )ללא תת כיסוי סופי(  כיסוי בעייתיהואX נציג אותו .i

i I

C C


  כאשר

לא מכיל תת כיסוי iCההנחה  . לפיiXמורכב מתיבות אלמנטריות שבאות מגורם iCכל 

). אזיXסופי של  )i ip C לא מכיל תת כיסוי סופי שלiX . 

)-ו קומפקטיiXאבל  )i ip C לכןותפתוחאוסף של קבוצות .( )i ip Cהוא לא כיסוי שלiX 

iiקיימת נקודה  Xx   שלא מכוסה ע"י( )i ip C אזי הנקודה .



Ii

ii Xxx )(: 

 .מכאן מש"ל   סתירה ! .  Xשל  C)כיסוי( מכוסה ע"י לא 

 

 :  הערה

 )תכונת החיתוך הסופי(  FIP  ב. בעזרת קריטריון קומפקטיות  דרך

 ,  האוניברסיטה הפתוחה )ד. לייבוביץ(.  טופולוגיה קבוצתית מסנן(.-פילטרים )על-דרך ג. ואולטרה

https://en.wikipedia.org/wiki/Tychonoff%27s_theorem 

https://en.wikipedia.org/wiki/Compact_space 

 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Tychonoff%27s_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Compact_space
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 : תוצאות

 [0,1]S Comp   קובית Tychonoff    לכל קבוצה(S) 

 [0,1] Comp    קובית Hilbert 

 {0,1} {0,1} {0,1} Comp     קוביתCantor 

 

 דוגמה )מרחב קנטור(   

ידוע שקבוצת קנטור היא   תזכורת:  
1

: {c [0,1]: c {0,2}}
3

i
ii

i

c
C c





    . 

1 2 1
0 1 13 3 3

[0,1], ( )n n n n

n

C C C C C C      חיתוך של קבוצות סגורות  

 

 

{0,1}הומיאומורפי עם מרחב מכפלה   C: קבוצת קנטור משפט {0,1} {0,1}  . 

 .  C{0,2} "לשהוכחה:  

 

1נגדיר פונקציה    2

1

:{0,2} ( , , )
3

i

i
i

x
f C f x x





  . 

 גם פונקציה על )ברור(.  fחח"ע   )יחידות ההצגה הנ"ל(.  fאזי 

 . Tychonoffקומפקטי לפי משפט  {0,2}

רציפה בכל נקודה  fלכן בגלל משפט על ההומיאומורפיזם מ"ל 

1 2( , , ) {0,2}a a a  
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0מ"ל לכל    קיימת סביבה( )O N a    כך ש 

O | ( ) ( ) |x f x f a     

נבחר 
0n     כך ש

0 1

2

3i
i n




 

  ונגדיר תיבה בסיסית 

01 2: { } { } { } {0,2} {0,2}nO a a a       

)אז ברור  )O N a   ולכל
0 0 01 2 1 2( , , , , , , )n n nx a a a x x O   :מתקיים 

0 01 1 1 1

2
| ( ) ( ) | | | | |

3 3 3 3

i i i

i i i i
i i i n i n

x a a
f x f a 

   

     

         

∎ 

 ::  הוכיחו שתרגיל

2  א. , ,nC C C C C C C  . 

 הומוגני.  Cב.  

 : (  set everywhere)Cantor נוסף על קבוצת קנטור מידע

 כל מרחב קומפקטי מטריזבילי הוא תמונה רציפה של קבוצת קנטור . 

   :למשל
1 1

1
: [0,1] ( ) ( {0,2})

3 2 2

i i
ii i

i i

x x
f C f x

 

 

      )? מדוע היא לא חח"ע( 

  כל מרחב מטרי קומפקטי מטריזבילי בעל מימד אפס ללא נקודות מבודדות

 פי עם קבוצת קנטור. רהומיאומו

  תורת הקודיםבאינפורמטיקה חשוב גם{0,1}מרחב קנטור , , 

171.pdf-https://peerj.com/articles/cs 
   במערכות דינמיות סמבוליות ... 

1:{0,1} {0,1} , ( ) ( )i ix x    "shift homeomorphism  

} תילקיצ רהובח תלועפל יש מסלול צפוףש וקתבד) }n

nG     {0,1} על ) 

    :ראו גםhttps://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_set 

 

 מ"ט. התנאים הבאים שקולים:X: נניח משפט

1 .X   2קומפקטי והאוסדורפי   )ז"אX Comp T  .) 

2  .X  הומיאומורפי לתת קבוצה סגורה של קוביתTychonoff  [0,1]S  . 

   1  2:  הוכחה

https://peerj.com/articles/cs-171.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_set


11 
 

[0,1]S Comp  משפט(Tychonoff .תת קבוצה סגורה גם קומפקטית  .)2T  תכונה כפלית

2Xותורשתית. לכן  Comp T . 

 1   2 

2Xנניח  Comp T    מ"ל שקיים שיכון טופולוגי .f : [0,1]SX   עבורS .מסוים 

2הוכחנו ש   4Comp T T  נשתמש במשפט .Urysohn  4 4

funcT T  . 

a,לכל זוג של נקודות שונות  b X  נבחרבפונקציה רציפה

, : [0,1], f(a) 0,f(b) 1a bf X    . 

:S,אוסף של כל הפונקציות שנבחרו   { | }s a bf f a b       ז"א(s ( ,b),a a b    ) 

:משרה פונקצית האלכסון     [0,1] ( ) ( ( ))S

s s Sf X f x f x   . 

 הפונקציה היא רציפה )הוכחנו ...( "מפרידה נקודות" ז"א היא חח"ע. 

 לפי משפט השיכון נקבל שהפונקציה היא מגדירה שיכון טופולוגי )על קבוצה סגורה(. 

 

,𝛼נניח  הגדרה: 𝛽  כל אחד אוסף תתי קבוצות של קבוצה𝑋 אומרים ש .– 𝜷  עידון של𝜶 

𝐵∀  –אם מתקיים  ∈ 𝛽 ∃𝐴 ∈ 𝛼: 𝐵 ⊆ 𝐴 

𝛽נסמן:  ≺ 𝛼.  

𝛽      :טריוויאלית דוגמה ⊆ 𝛼  אז𝛽 ≺ 𝛼. 

 

,𝑋)נניח  הגדרה: 𝑑)  ,מ"מ𝛼  כיסוי פתוח של𝑋 אומרים ש .– 𝛼  הוא𝜹 – אחיד  

𝐵𝛿(𝑥)|𝑥}              אם מתקיים   ∈ 𝑋} ≺ 𝛼 

0אחיד עבור -אם הוא  covering (uniform)  כיסוי אחידאומרים    .מסוים 

 

𝛿אומרים שהמספר  : הגדרה > אם כל תת  𝛼( של כיסוי 𝐿𝑒𝑏𝑒𝑠𝑔𝑢𝑒) מספר לבגהוא  0

 . מוכל באחד מהאיברים של  בעלת קוטר קטן מ Xב  Bקבוצה 

})ז"א     }diamB B     .) 

 

 הערות:

0( אם 1 < 𝛿  מספר לבג של𝛼 אז כל ,𝛿1  0 -כך ש < 𝛿1 < 𝛿 .גם מספר לבג 
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𝛼( עבור 2 = {𝐵𝛿(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋} = מספר לבג ,𝛿. 

 . Lebesgueכיסוי פתוח ללא מספר :   דוגמה( 3

  𝑋 = (0,1] ∉ 𝐶𝑜𝑚𝑝    

                           𝐴𝑛 ≔ (
1

𝑛
, 1] 

 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ 𝐴3 ⊂ ⋯   𝛼 ≔ {𝐴𝑛}𝑛∈ℕ 

 .[0,1)כיסוי פתוח של 

 . 𝛼אין מספר לבג עבור 

𝛿קיים אז אם נניח בשלילה שכן  >  , 𝛼 –מספר לבג ל  0

2 –נגדיר 
5

31
5 5

: ( ) (0, )A B     

3אז  
5

( )diam A    

 .  לא מוכל באף איבר של Aאבל 

 

 (  Lebesgue)מספר : משפט

,X)נניח  )d  מרחב מטרי קומפקטי. אז לכל כיסוי פתוח  .יש מספר לבג 

 ללא מספר לבג.  : נניח בשלילה שקים כיסוי פתוח הוכחה

קיימת תת קבוצה  nלכל אז 
nA  כך ש 

1( )n n
diam A   אבל

nA לא מוכל באף איבר של  . 

נבחר נקודה nלכל 
n na A . 

Xקומפקטי. הוא מטריזבילי לכן גם   Xנתון ש  SComp . 

}כן קיימת תת סדרה מתכנסת ל }
kn ka    של הסדרה{ }n na 

limתהי . 
kn

k
a p


 . 

   .קיים כיסויU   כך שp U   כי( )כיסוי 

0קיים    כך ש( ) UB p      כי(U )פתוח 

קיים  
0k    כך ש

0 0
2 2

( , ) ( )
k kn nd p a diam A     (והבניה )התכנסות 

נקבל      3mבגלל 
0

( )
knA B p U ! סתירה , 

∎ 
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 אם מרחב מטרי הוא קומפקטי אז כל כיסוי פתוח שלו אחיד.   תוצאה:

0לבג  קיים מספר. כיסוי פתוח :  נניח הסבר   אז .
3

{ ( ) : }B x x X   . 

): נניח משפט , ),( , )X d Y  מרחבים מטריים:f X Y  .אם פונקציה רציפהX 

f:קומפקטי אז  X Y .רציפה במידה שווה 

0: נניח הוכחה  0. ש"ל שקיים  : כך שמתקיים 

1 2 1 2( , ) ( ( ), ( )) 2d x x f x f x     

:1נגדיר   { ( ( ) : }f B y y Y    . 

 )רציפות(.    Xכיסוי פתוח של   אז 

0קיים מספר לבג     עבור    קומפקטיות של(X .) 

נניח 
1 2( , )d x x   אז .

1 2{ , }diam x x  לכן קיים .y Y  כך ש 

1

1 2{ , } ( ( ))x x f B y

 

1אז   

1 2{f( ),f( )} ( ( )) ( )x x ff B y B y 

  . 

לכן      
1 2( ( ), ( )) ( ( )) 2f x f x diam B y   . 

∎ 

    

,𝑋)נניח    :תרגיל 𝑑)  מ"מ קומפקטי. הוכיחו שקיימים𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  כך ש–  

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑋) = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

𝑋 סקיצה: × 𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝      ו: [0, )d X X   ...)רציפה  )מדוע 

 

 (Alexandroff)  נקודתית-קומפקטיפיקציה חד --* )יהיה בתירגול(   תרגיל

)נניח , )X תהי והאוסדורפי קומפקטי מקומית לא קומפקטי .p Xאינסוף"()"נקודת ה. 

*בקבוצה  { }X X p נגדיר * : { \ : }X K K is compact   

 הוכיחו:  

1  .* *

2( , )X Comp T   . 

i:*.  פונקצית ההכלה  2 X X   .מגדירה שיכון טופולוגי צפוף 


