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 מבוא לתורת המספרים האלמנטרית

 תזכורת

0ולכל  𝑎לכל  ≠ 𝑏 קיימים ,𝑞, 𝑟 :כך ש 

𝑎 = 𝑞 ⋅ 𝑏 + 𝑟 

 ו:

0 ≤ 𝑟 < |𝑏| 

 תזכורת

,𝑎יהיו  𝑏 ∈ ℤ,  0לא שניהם. 

,𝛼אז קיימים  𝛽 ∈ ℤ:כך ש , 

(𝑎, 𝑏) = 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 

 תזכורת

,𝑎) -ו  𝑎|𝑏𝑐אם  𝑏) =  .𝑎|𝑐, אז 1

 תזכורת

𝑎  ים: אם אם מתקיאי פריק𝑏|𝑎 אז ,𝑏 = ±1, ±𝑎. 

𝑝  אם מתקיים: אם ראשוני𝑝|𝑏𝑐 אז ,𝑝|𝑏  או𝑝|𝑐. 

 משפט

 מספר ראשוני הוא אי פריק.

 הוכחה

𝑝יהי  ∈ ℤ .ראשוני 

 נניח כי:

𝑝 = 𝑏𝑐 

 מתקיים:

𝑝 | 𝑝 
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 לכן:

𝑝 | 𝑏𝑐 

𝑝 :ראשוני, לכן 

𝑝 | 𝑏 ∨ 𝑝 | 𝑐 

 עפ"י ההנחה:

𝑏 | 𝑝 ∧ 𝑐 | 𝑝 

 לכן:

𝑏 = ±𝑝 . 𝑐 = ±𝑝
. . . ∨ . . .
𝑐 = ±1 . 𝑏 = ±1

 

 אי פריק. 𝑝לכן, 

∎ 

 משפט

 מספר אי פריק הוא ראשוני.

 הוכחה

𝑝יהי  ∈ ℤ .אי פריק 

 נניח כי:

𝑝 | 𝑏𝑐 

 סיימנו. ,𝑝 | 𝑏אם 

𝑝אחרת,  ∤ 𝑏. 

 עפ"י הגדרת המחלק המשותף המקסימלי:

(𝑝, 𝑏) | 𝑝 

𝑝 :אי פריק, לכן 

(𝑝, 𝑏) = ±1, ±𝑝 
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 עפ"י הגדרת המחלק המשותף המקסימלי:

(𝑝, 𝑏) | 𝑏 

 לכן:

(𝑝, 𝑏) = 1 

 עפ"י משפט:

𝑝 | 𝑐 

 :, בכל מקרהלכן

𝑝 | 𝑏 ∨ 𝑝 | 𝑐 

 ראשוני. 𝑝לכן, 

∎ 

 משפט )המשפט היסודי של האריתמטיקה(

 חיד., באופן יאי פריקים, למכפלה של סדר וסימןכל מספר שלם שווה, עד כדי 

 הוכחה

 קיום

𝑛נוכיח באינדוקציה שלמה על  ∈ ℕ. 

 , סיימנו.אי פריק 𝑛אם 

 פריק. 𝑛אחרת, 

,𝑎לכן קיימים  𝑏 < 𝑛:כך ש , 

𝑛 = 𝑎𝑏 

,𝑎עפ"י הנחת האינדוקציה,  𝑏  אי פריקיםהם מכפלה של. 

 הוא מכפלה של אי פריקים. 𝑛, גם לכן

 שווה למכפלה של אי פריקים. 𝑛לכן, בכל מקרה, 

 ידותיח
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 נניח כי:

𝑝1 ⋯ 𝑝𝑡 = 𝑛 = ±𝑞1 ⋯ 𝑞𝑠 

1כאשר לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠, 𝑝𝑖, 𝑞𝑗 .אי פריקים 

 ראשוני. 𝑝𝑡עפ"י משפט, 

1לכן, קיים  ≤ 𝑗 ≤ 𝑠:כך ש , 

𝑝𝑡 | 𝑞𝑗  

𝑞𝑗 :אי פריק, לכן 

𝑝𝑡 = ±𝑞𝑗  

 .𝑡ציה על נצמצם אותם מהמכפלה, ונסיים באינדוק

∎ 

 הערה )משפט של אוקלידס(

 קיימים אינסוף מספרים ראשוניים.

 הוכחה

 נניח בשלילה כי קיים מספר סופי של מספרים ראשוניים:

𝑝1, ⋯ , 𝑝𝑛 

 נתבונן במספר:

𝑁 ≔ 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑛 + 1 

,𝑝1אינו מתחלק באף ראשוני מבין  𝑁נוכיח כי  ⋯ , 𝑝𝑛. 

1נניח בשלילה כי קיים  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 :כך ש 

𝑝𝑖 | 𝑁 

 מתקיים:

𝑝𝑖 | 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑛 

 לכן:
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𝑝𝑖 | 𝑁 − 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑛

. . .

. | 1
 

 סתירה.

,𝑝1אינו מתחלק באף ראשוני מבין  𝑁לכן,  ⋯ , 𝑝𝑛. 

 ראשוני. 𝑁עפ"י המשפט היסודי של האריתמטיקה, 

 סתירה.

 ם.לכן, קיימים אינסוף מספרים ראשוניי

∎ 

 תרגיל

 .4מודולו  1− –קיימים אינסוף ראשוניים השקולים ל 

 הוכחה

 :4מודולו  1− -נניח בשלילה כי קיים מספר סופי של ראשוניים השקולים ל 

𝑝1, ⋯ , 𝑝𝑛 

 נתבונן במספר:

𝑁 ≔ 4𝑝1 ⋯ 𝑝𝑛 − 1 

 .4מודולו  1− -ואינו מתחלק באף ראשוני השקול ל  2 –אינו מתחלק ב  𝑁 ,𝑁עפ"י הגדרת 

כמכפלה של ראשוניים, שכולם  𝑁עפ"י המשפט היסודי של האריתמטיקה, קיים פירוק של 

 .4מודולו  1 –שקולים ל 

 לכן:

𝑁 ≡ 1 (mod 4) 

 :𝑁עפ"י הגדרת 

𝑁 ≡ −1(mod 4) 

 סתירה.
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 .4מודולו  1− –קיימים אינסוף ראשוניים השקולים ל לכן, 

∎ 

 תרגיל

 כנ"ל:

𝑝 ≡ −1(mod 6)
. . .
𝑝 ≡ 1(mod 6)
. . .
𝑝 ≡ 1(mod 4)

 

 הגדרה

1יהי  ≤ 𝑛. 

 נגדיר יחס בינארי על השלמים:

𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑛) ⟺ 𝑛 | 𝑎 − 𝑏 

 טענה

 הוא יחס שקילות. יחס זה

 הוכחה

𝑛יהי  ∈ ℕ. 

 ותרפלקסיבי: 

𝑎יהי  ∈ ℤ. 

 מתקיים:

𝑛 | 0
. . .
. | 𝑎 − 𝑎

 

 לכן:

𝑎 ≡ 𝑎 (mod 𝑛) 

 ותסימטרי: 

,𝑎יהיו  𝑏 ∈ ℤ . 

 נניח כי:
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𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) 

 לכן:

𝑛 | 𝑎 − 𝑏 

⇓ 

𝑛 | 𝑏 − 𝑎 

 לכן:

𝑏 ≡ 𝑎 (mod 𝑛) 

 טרנזיטיביות: 

,𝑎יהיו  𝑏, 𝑐 ∈ ℤ. 

 נניח כי:

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛)
. . .
𝑏 ≡ 𝑐 (mod 𝑛)

 

 לכן:

𝑛 | 𝑎 − 𝑏
. . .
𝑛 | 𝑏 − 𝑐

 

⇓ 

𝑛 | (𝑎 − 𝑏) + (𝑏 − 𝑐)
. . .
. | 𝑎 − 𝑐

 

 לכן:

𝑎 ≡ 𝑐 (mod 𝑛) 

 .לכן, יחס זה הינו יחס שקילות

∎ 

 טענה

 :מחלקות השקילות של יחס זה הן
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[0], [1], ⋯ , [𝑛 − 2], [𝑛 − 1] 

 הוכחה

𝑎צ"ל כי לכל  ∈ ℤ ,0 קיים ≤ 𝑟 < 𝑛 :יחיד כך ש 

𝑎 ≡ 𝑟 (mod 𝑛) 

𝑎יהי  ∈ ℤ. 

 קיום

 עם שארית: 𝑛 –ב  𝑎נחלק את 

𝑎 = 𝑞 ⋅ 𝑛 + 𝑟 , 0 ≤ 𝑟 < 𝑛 

 מתקיים:

𝑛 | 𝑞 ⋅ 𝑛
. . .
. | 𝑎 − 𝑟

 

 לכן:

𝑎 ≡ 𝑟 (mod 𝑛) 

 יחידות

0בשלילה כי קיימים  נניח ≤ 𝑟 < 𝑟′ < 𝑛 :כך ש 

𝑟 (mod 𝑛) ≡ 𝑎 ≡ 𝑟′ (mod 𝑛) 

 לכן:

𝑛 | 𝑎 − 𝑟
. . .
𝑛 | 𝑎 − 𝑟′

 

⇓ 

𝑛 | (𝑎 − 𝑟) − (𝑎 − 𝑟′)
. . .
. | 𝑟′ − 𝑟

 

 לכן:
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𝑛 ≤ 𝑟′ − 𝑟 < 𝑛 

 סתירה.

 לכן:

𝑟′ = 𝑟 

 לכן, מחלקות השקילות של יחס זה הן:

[0], [1], ⋯ , [𝑛 − 2], [𝑛 − 1] 

∎ 

 הגדרה

1יהי  ≤ 𝑛. 

 נגדיר:

ℤ𝑛 ≔ {[0], [1], ⋯ , [𝑛 − 2], [𝑛 − 1]} 

 .𝑛הוא אוסף מחלקות השקילות מודולו  ℤ𝑛כלומר, 

 לחבורה. ℤ𝑛נהפוך את 

 הגדרה

 .ℤ𝑛נגדיר פעולת חיבור על 

,𝑎לכל  𝑏 ∈ ℤ: 

[𝑎] + [𝑏] ≔ [𝑎 + 𝑏] 

 נוכיח כי הפעולה מוגדרת היטב.

 נניח כי:

𝑎 ≡ 𝑎′
. . .
𝑏 ≡ 𝑏′

 

 לכן:
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𝑛 | 𝑎 − 𝑎′
. . .
𝑛 | 𝑏 − 𝑏′

 

 לכן:

𝑛 | (𝑎 − 𝑎′) + (𝑏 − 𝑏′)
. . .
. | (𝑎 + 𝑏) − (𝑎′ − 𝑏′)

 

 לכן:

𝑎 + 𝑏 ≡ 𝑎′ + 𝑏′ 

∎ 

 דוגמה

 :ℤ4חיבור של  וחל

3 2 1 0 ⨁ 

3 2 1 0 0 

0 3 2 1 1 

1 0 3 2 2 

2 1 0 3 3 

 

 ערהה

 .רובלחי ביחס חבורה ℤ𝑛וכיח כי נ

 ביותיאסוציאט 

,𝑎לכל  𝑏, 𝑐 ∈ ℤ: 

[𝑎] + ([𝑏] + [𝑐]) = [𝑎] + [𝑏 + 𝑐]
. . .
. = [𝑎 + 𝑏 + 𝑐]
. . .

([𝑎] + [𝑏]) + [𝑐] = [𝑎 + 𝑏] + [𝑐]
. . .
. = [𝑎 + 𝑏 + 𝑐]

 

 לכן:
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[𝑎] + ([𝑏] + [𝑐]) = ([𝑎] + [𝑏]) + [𝑐] 

  איבר יחידהקיום 

𝑎לכל  ∈ ℤ: 

[0] + [𝑎] = [0 + 𝑎]
. . .
. = [𝑎]
. . .

[𝑎] + [0] = [𝑎 + 0]
. . .
. = [𝑎]

 

 קיום איבר הופכי 

𝑎לכל  ∈ ℤ: 

[𝑎] + [−𝑎] = [𝑎 + (−𝑎)]
. . .
. = [0]
. . .

[−𝑎] + [𝑎] = [−𝑎 + 𝑎]
. . .
. = [0]

 

,ℤ𝑛)לכן,  +,  חבורה. ([0]

∎ 

 רההגד

 .ℤ𝑛נגדיר פעולת כפל על 

,𝑎לכל  𝑏 ∈ ℤ: 

[𝑎] ⋅ [𝑏] ≔ [𝑎 ⋅ 𝑏] 

 נוכיח כי הפעולה מוגדרת היטב.

 נניח כי:

𝑎 ≡ 𝑎′

. . .
𝑏 ≡ 𝑏′

 

 לכן:
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𝑛 | 𝑎 − 𝑎′
. . .
𝑛 | 𝑏 − 𝑏′

 

 :לכן

𝑛 | 𝑎(𝑏 − 𝑏′) + (𝑎 − 𝑎′)𝑏′
. . .
. | 𝑎𝑏 − 𝑎′𝑏′

 

 לכן:

𝑎𝑏 ≡ 𝑎′𝑏′ 

∎ 

 הערה

 :ℤ4של  כפללוח 

3 2 1 0 ⨀ 

0 0 0 0 0 

3 2 1 0 1 

2 0 2 0 2 

1 2 3 0 3 

 

 הערה

 מונויד ביחס לכפל. ℤ𝑛כי נוכיח 

 אסוציאטיביות 

,𝑎לכל  𝑏, 𝑐 ∈ ℤ: 

[𝑎] ⋅ ([𝑏] ⋅ [𝑐]) = [𝑎] ⋅ [𝑏 ⋅ 𝑐]
. . .
. = [𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑐]
. . .

([𝑎] ⋅ [𝑏]) ⋅ [𝑐] = [𝑎 ⋅ 𝑏] ⋅ [𝑐]
. . .
. = [𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑐]

 

 לכן:
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[𝑎] ⋅ ([𝑏] ⋅ [𝑐]) = ([𝑎] ⋅ [𝑏]) ⋅ [𝑐] 

  האיבר יחידקיום 

𝑎לכל  ∈ ℤ: 

[1] ⋅ [𝑎] = [1 ⋅ 𝑎]
. . .
. = [𝑎]
. . .

[𝑎] ⋅ [1] = [𝑎 ⋅ 1]
. . .
. = [𝑎]

 

,⋅,ℤ𝑛)לכן,   מונויד. ([1]

∎ 

 שאלה

 ?ביחס לכפל  ℤ𝑛 -מהם האיברים ההפיכים ב 

 טענה

[𝑎]  הפיכה ב- (ℤ𝑛,⋅, ,𝑎)אם ורק אם  ([1] 𝑛) = 1. 

 הוכחה

  ⟸   

 הפיכה. [𝑎]נניח כי 

 כך ש: 𝑏לכן, קיים 

[𝑎] ⋅ [𝑏] = [1] 

 :לכן

𝑎𝑏 ≡ 1 (mod 𝑛) 

 לכן:

𝑛 | 𝑎𝑏 − 1 

 :י הגדרת המחלק המשותף המקסימלי"עפ
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(𝑎, 𝑛) | 𝑛
. . .
. | 𝑎𝑏 − 1

 

 :י הגדרת המחלק המשותף המקסימלי"עפ

(𝑎, 𝑛) | 𝑎
. . .
. | 𝑎𝑏

 

 לכן:

(𝑎, 𝑏) | 𝑎𝑏 − (𝑎𝑏 − 1)
. . .
. | 1

 

 :לכן

(𝑎, 𝑛) = 1 

  ⟹   

,𝑎)נניח כי:  𝑛) = 1. 

,𝛼קיימים  י משפט,"עפ 𝛽 ∈ ℤ :כך ש 

𝛼𝑎 + 𝛽𝑛 = 1 

 :מתקיים

𝑛 | 𝛽𝑛
. . .
. | 1 − 𝛼𝑎

 

 לכן:

𝛼𝑎 ≡ 1 (mod 𝑛) 

 לכן:

[𝛼] ⋅ [𝑎] = [1] 

 הפיכה. [𝑎]לכן, 

∎ 
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 מסקנה

𝒰(ℤ𝑛,⋅, [1]) = {[𝑎] | (𝑎, 𝑛) = 1} 

 :ומסומנת ,𝑛זו נקראת חבורת אוילר של חבורה 

U𝑛 ≔ 𝒰(ℤ𝑛,⋅, [1]) 

 הגדרה

𝜑(𝑛) ≔ |U𝑛| 

 דוגמה

,U8הכפל של  ותלוח U12: 

U12 ≅ U8 

  

11 7 5 1 ⨀ 

11 7 5 1 1 

7 11 1 5 5 

5 1 11 7 7 

1 5 7 11 11 
 

 

 

 

 

7 5 3 1 ⨀ 

7 5 3 1 1 

5 7 1 3 3 

3 1 7 5 5 

1 3 5 7 7 
 

∎ 


