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 24.05.2020                                            10טופולוגיה                          הרצאה 

 

 מכפלה קרטזית של קבוצות פתוחות לא תמיד פתוחה   אזהרה:

 (
1

2
, 3)

ℕ
= (

1

2
, 3) × (

1

2
, 3) ×  .ℝℕ -ב  לא פתוחה …

(𝑎, 𝑏)ℕ ב   לא פתוחה– ℝℕ. 

𝑋     הסבר: = ℝℕ = ℝ ×ℝ ×…     

𝐼כאן   = ℕ      (𝑋𝑛, 𝜏𝑛) = ℝ 

,𝑎) -אם נניח בשלילה ש    𝑏)ℕ  פתוח, אז–   (𝑎, 𝑏)ℕ ∈ 𝜏𝜋 = 𝛾∪ לכן .  

⇐ (𝑎, 𝑏)ℕ .מכיל תיבה בסיסית לא ריקה 

,𝑎)לכן הוא מכיל  𝑏) × (𝑎, 𝑏) × … ⊇ 𝑂1 × 𝑂2 × …× 𝑂𝑚 ×ℝ ×ℝ ×…. 

,𝑎) אבל זה גורר 𝑏) ⊇ ℝתירה!, ס 

 

1אז   iבסיס ל  iאם  במכפלה סופית :טענה שימושית n   בסיס ל   . 

⋂}עבור מכפלה אינסופית:    𝑝𝑗
−1(𝑂𝑗)𝑗∈𝐽 𝐽 סופי| ⊆ 𝐼, 𝑂𝑗 ∈ 𝛾𝑗} 

 

 כונה נשמרות ע"י מכפלה טופולוגית )סופית, אינסופית( ?תמתי : בהשאלה חשו

  (ללא הגבלת מספר הגורמים )תמיד  

0 1 2 3 3.5
, , , ,T T T T T, ,משפט  קומפקטיותקשירות מסילתית, קשירות(Tychonoff )  ... 

   )מכפלות סופיות ובנות מניה( 

1 2
, , , , ,Sep B B Metriz    

 מכפלות סופיות() 

 ,LComp discr (קומפקטיות מקומית)  

 

 אם לכל נקודה יש סביבה קומפקטית. קומפקטי מקומיתהוא  𝑋מ"ט  הגדרה:

Xנסמן: . קומפקטישהסגור שלה לכל נקודה יש סביבה שקול:   LComp . 

מרחב דיסקרטי,  דוגמאות:
n

 ...  2Tוחה במרחב קומפקטי, כל תת קבוצה פת

 .   LCompתרגיל:     
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 כן!(. –)סופית  אינסופית"קומפקטיות מקומית" לא נשמרת ע"י מכפלה   הערה:

 

𝐿𝐶𝑜𝑚𝑝    תרגיל: ∋ ℝ𝑛    אבלLComp  . 

)סביבה כל   :הסבר )V N x 1של כל נקודה( , )x x   תיבה מכילה

𝑈   בסיסית ≔ 𝑈1 × 𝑈2 ×…× 𝑈𝑚 ×ℝ ×ℝ  .   ב   …×

לכן הטלה
1 1
(U) ( )

m m
p p V

 
  שהיא לא קומפקטית( ...  תמונה רציפה  עם( 

  

 לא נשמרת ע"י מכפלה אינסופית בת מנייה.   :  דיסקרטיותהערה

Cלמשל   {0,1} discr  אומורפי לקבוצת קנטור. יהומ 

 

}:  א. תרגיל } { }X y X x Y Y    . 

X,ב. הוכיחו                  Y Conn X Y Conn   . 

 . ובמשפט האלומות )השירשור( )א( רמז: כדאי להיעזר ב           

 

 מכפלה סופית שומרת על מטריזביליות  )נכון גם למכפלה בת מניה(.    הערה:

(𝑋1, 𝜌1), (𝑋2, 𝜌2) ∈ 𝑀𝑒𝑡𝑟 

→ (𝑋1, 𝑡𝑜𝑝(𝜌1)⏟    
𝜏1

) , (𝑋2, 𝑡𝑜𝑝(𝜌2)⏟    
𝜏2

) ∈ 𝑇𝑂𝑃 

 "מטריקת מכפלה". -  𝜏𝜋יש התאמה עם הגדרת טופולוגית  טענה:

 –אוקלידס"  ה בסגנוןיקא( "מטר

𝑑(𝑥, 𝑦) ≔ √𝜌1(𝑥1, 𝑦1)
2 + 𝜌2(𝑥2, 𝑦2)

2 
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,𝑑1(𝑥ב(     𝑦) ≔ 𝜌1(𝑥1, 𝑦1) + 𝜌2(𝑥2, 𝑦2) 

,𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑥ג(       𝑦) ≔ max{𝜌1(𝑥1, 𝑦1), 𝜌2(𝑥2, 𝑦2)} 

 

 :תרגיל  

𝑋 -מ  𝑑~𝑑1~𝑑𝑚𝑎𝑥א(  ≔ 𝑋1 × 𝑋2. 

𝑡𝑜𝑝(𝑑)ב(  = 𝑡𝑜𝑝(𝑑1) = 𝑡𝑜𝑝(𝑑𝑚𝑎𝑥)⏟                    
⇒ (א)

= 𝜏𝜋⏟
טופולוגית מכפלה

 

 

 : במקרה של מכפלה בן מנייהמטריזציה 

 
1 2( , )i i

i

X X X X


    

( , )1
1 ( , )2

( , ) : sup{ | }i i i

i
i i i

x y

x y
d x y i



   ת.  אחת מהאפשרויו 

 

 לכל פונקציה רציפה תרגיל  :𝑋
𝑓
→ 𝑌 מתקיים ש 

  𝑋 ≃ 𝐺𝑟(𝑓) ≔ {(𝑥, 𝑓(𝑥))|𝑥 ∈ 𝑋}⏟                  
תת מרחב טופלוגי

⊂ 𝑋 × 𝑌. 

 רמז: כדאי להשתמש בפונקצית ההטלה. 

 

 2: הוכיחו תרגיל: {( , ) | }X x x x X X T     סגור בX X . 

 הוכיחו שאםתרגיל *:  :f X Y  2רציפה וY T  אז( )Gr f  סגור בX Y 

 שאלה: האם יש קשר בין שני התרגילים הקודמים ?     

 :הוכיחו:    תרגיל  *( ) ( )i i

i I i I

cl A cl A
 

   לכל( , )i i iA X    . 

 סורגנפראי"מישור ": * תרגיל 
2( , )s Sep  .אבל יש תת מרחב לא ספרבילי  

a,a]}:  רמז      ) [ , ) :a,b , 0, 0}b b          

 ....  סורגנפראיבסיס למישור               
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,𝐺) -חבורה ו  (⋅,𝐺)נניח  הגדרה:  𝜏) .מ"ט 

,⋅,𝐺) -אומרים ש  𝜏) ∈ 𝑇𝐺𝑟 ( חבורה טופולוגית𝑇𝑜𝑝𝑜𝑙𝑜𝑔𝑖𝑐𝑎𝑙 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝:אם מתקיים ) 

,𝑎)א.  "כפל"   𝑏) ⟼ 𝑎 ⋅ 𝑏  𝐺 × 𝐺 →
⋅
𝐺   ה רציפה. יפונקצ 

1שקול:   2 1 2,b ( ) N( ), (b)a G U N ab V a V N VV U        

𝑎ב. "ההיפוך":     ⟼ 𝑎−1     𝐺 → 𝐺  ה רציפה.יפונקצ 

שקול:  
1 1( ) ( )a G U N a U N a      

  . (1Bאו )מטריזבילי Gלנסח בעזרת סדרות מתכנסות אם  :תרגיל

 

 דוגמאות:

  כל מרחב נורמי(𝐸, ,+,𝐸)ופולוגית מגדיר חבורה ט (‖⋅‖ 𝜏‖⋅‖) 

 (ℤ,+, 𝜏𝑝)  

 ל חבורה בטופולוגיה דיסקרטית כ 

(ב) - 𝑇𝐺𝑟בהגדרת של     הערה: ⇍   .(א)

,+,ℝ)    משלל 𝜏𝑠)   י.אנפרטופולוגית סורגב 

ℝ    תזכורת: ⊇ 𝑂 ∈ 𝜏𝑠 =
𝑑𝑒𝑓

∀ 𝑥 ∈ 𝑂 ∃𝜖 > 0: [𝑥, 𝑥 + 𝜖) ⊆ 𝑂 

𝜏𝑠 –למשל  ∋ )פתוחה אבל לא     (0,1] 1,0]    (0,1])שהוא מקור של .) 

1הסבר נוסף:      1lim 0 lim( ) 0
n n

but    . 

 הוכיחו שכל חבורה טופולוגית היא הומוגנית.  :תרגיל

 

 : לסקרנים

   )על חבורות טופולוגיות( 

 ראו קבצים :  eminar.htmlhttp://u.math.biu.ac.il/~megereli/sבאתר  

http://u.math.biu.ac.il/~megereli/IntroTopGr.pdf 

.pdfhttp://u.math.biu.ac.il/~megereli/TGrNotes070217 

http://u.math.biu.ac.il/~megereli/TGrEx.pdf 

 )על מכפלה טופולוגית(   https://en.wikipedia.org/wiki/Product_topology 

 

http://u.math.biu.ac.il/~megereli/seminar.html
http://u.math.biu.ac.il/~megereli/IntroTopGr.pdf
http://u.math.biu.ac.il/~megereli/TGrNotes070217.pdf
http://u.math.biu.ac.il/~megereli/TGrEx.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Product_topology
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 "הכללה גאונית של סופיות" קומפקטיות

 

 יש תת כיסוי סופי.שלו אם לכל כיסוי פתוח  קומפקטיהוא טופולוגי מרחב  )תזכורת(:

 תכונות ודוגמאות:

  הוא קומפקטי. סופיכל מרחב 

 𝐶𝑜𝑚𝑝 ∋ (𝑋, 𝜏𝑐𝑜𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒) 

 קבוצה קוסופית היא מכסה כמעט הכל פרט אולי למספר סופי של נקודות. :הסבר

 ( , ) CompdiscrX is finite X   

}}   :הסבר    }: }x x X כיסוי פתוח שלX  . 

 :תת קבוצה  הגדרה𝑌  במרחב𝑋  אם  קומפקטיתנקראת (Y, ) CompY  . 

 התנאים הבאים שקולים: משפט )קריטריון לתת קבוצה קומפקטית(:

 .𝑋 –טית ב תת קבוצה קומפק 𝑌א( 

𝛼ב( לכל אוסף  = {𝑂𝑖}𝑖∈𝐼  של קבוצות פתוחות ב– 𝑋  שמכסה את𝑌  

𝑌)ז"א  ⊆ ⋃ 𝑂𝑖𝑖∈𝐼 סופי( קיים תת אוסף {𝑂𝑗}𝑗∈𝐽 ,𝐽 ⊆ 𝐼  סופי שמכסה את𝑌  

𝑌)ז"א  ⊆ ⋃ 𝑂𝑗𝑗∈𝐽.) 

 נובע מהגדרת תת מרחב טופולוגי. הסבר:

 טיות גם קומפקטיאיחוד סופי תת קבוצות קומפק . 

 

, תת קבוצות : תרגיל [0,1]Q Q   .לא קומפקטיות(משפט :רמז  Borel-Heine ) 

Y[0,1]: תרגיל    בקו סורגנפראי( , )s  .לא קומפקטי 

1 כיסוי .  Yב  מבודד{1}נקודון :תרוןפ

2

: [0, ) {1}n
n

n

 



 של  "(בעייתי)" כיסוי פתוח

Y  וי סופי. תת כיסללא 
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 אם  :משפט(𝑋, 𝑑)  מ"מ קומפקטי )ז"א𝐶𝑜𝑚𝑝 ∋ (𝑋, 𝑡𝑜𝑝(𝑑)) אזי ) 

,𝑋)א.   𝑑) ל )ולכן גם חסום(.חסום כלי 

Xב.    Sep 

2Xג.   B 

 לכל היותר עוצמה של ממשיים. היא Xד. העוצמה של

}כיסוי  -לכל  תזכורת::  א  הוכחה ( , ) : }B x x X    .יש תת כיסוי סופי 

 . כל חסום כליל הוא ספרבילי ב

)צפוף ב - -ו סופיAאם )כי  , )X d  1אז:
n

n

A A


  בת מניה וצפופה בX .) 

 שקולות.   2Bבמרחבים מטריזביליים ספרביליות ו   ג.

 : כל מרחב מטריזבילי וספרבילי בעל עוצמה לכל היותר עוצמה של ממשיים.טענתד.  

)ניקח תת קבוצה צפופה )ז"א   )cl A X(   בת מניהA בX  בגלל המטריזביליות .     

scl(A) cl(A) לכן נקבל  .scl(A) X . 

xלכל איבר  X אחתסדרה נבחר ב{ }n na   כך ש, limn na A x a נגדיר פונקציה . 

          : X P(A) ( ) { | n } Anx a     

)0. לכן   חח"עזאת פונקציה  ) card( (X)) (A) 2card X card P card 
     . 

∎ 

   אפשר להוכיח את החסימות ישר כך:   הערה:

𝑧ניקח   ∈ 𝑋 אז ,–   𝑋 = ⋃ 𝐵𝑛(𝑧)𝑛∈ℕ 

:𝑛0∃  –ואז  סופיכיסוי פתוח. יש תת כיסוי  𝑋 = 𝐵𝑛0(𝑧)     לכן 

𝑑𝑖𝑎𝑚 𝑋 ≤ 2𝑛0 

 

 :(0,1)   –קומפקטיות לא תורשתית      הערה⏟  
∉𝐶𝑜𝑚𝑝

⊂ [0,1]⏟
∈𝐶𝑜𝑚𝑝

   

(1: {( ,1) : }
n

n    (0,1)של  "בעייתי"כיסוי פתוח) 

 .סגורותלגבי תת קבוצות קומפקטיות אבל יש תורשתיות 

𝑋נניח  משפט: ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 ,𝑌 ⊆ 𝑋  אז גם סגורהתת קבוצה .𝑌 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝. 
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 הוכחה:

 

 

 

𝛼נניח  = {𝑂𝑖}𝑖∈𝐼  אוסף קבוצות פתוחות ב–𝑋   כך ש–   𝑌 ⊆ ⋃ 𝑂𝑖𝑖∈𝐼 

∗𝛼ואז מתקבל אוסף חדש  𝛼ף )קבוצה פתוחה( לאוס 𝑌𝑐להוסיף  הרעיון: = 𝛼 ∪ {𝑌𝑐} .

 .𝑋של  כיסוי פתוחהוא בעצם 

𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 ⇐  סופיקיים תת כיסוי 𝛼∗ ⊇ 𝛾 .𝑌𝑐  לא משתתף בכיסוי של𝑌  לכן אם

. לכן נקבל תת 𝑌)בתנאי שהוא נמצא שם( אז עדיין נקבל כיסוי של  𝛾 –מ  𝑌𝑐מורידים 

𝑌. אז 𝑌( שמכסה את ∗𝛼 -לא ל )ו 𝛼 –ל   אוסף סופי ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝  לתת עפ"י קריטריון

 קבוצות. 

∎ 

 .𝐶𝑜𝑚𝑝תמונה רציפה שומרת על  משפט:

𝑋   וכחה:ה ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 .𝑓 רציפה ועל 𝑓(𝑋) = 𝑌     . צ"ל𝑌 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝. 

𝛼נניח  = {𝑂𝑖}𝑖∈𝐼  כיסוי פתוח של𝑌 סופיקיים כיסוי  –. צ"ל. 

𝑌 = ⋃ 𝑂𝑖𝑖∈𝐼 ⇐  

𝑋 = 𝑓−1(⋃ 𝑂𝑖𝑖∈𝐼 ) = ⋃ 𝑓−1(𝑂𝑖)𝑖∈𝐼. 

{𝑓−1(𝑂𝑖)}𝑖∈𝐼  של  פתוחכיסוי𝑋     (𝑓−1(𝑂𝑖)  פתוח בגלל ש– 𝑓  .)רציפה 

𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 ⇐  קיים תת כיסוי סופי ל- {𝑓−1(𝑂𝑖)}𝑖∈𝐼 ז"א קיים ,𝐽 ⊆ 𝐼  סופי כך ש–  

𝑋 =⋃𝑓−1(𝑂𝑗)

𝑗∈𝐽

 

𝑌    –אז מכאן  = 𝑓(𝑋) = 𝑓(⋃ 𝑓−1(𝑂𝑗)𝑗∈𝐽 ) = ⋃ 𝑓(𝑓−1(𝑂𝑗))𝑗∈𝐽 = ⋃ 𝑂𝑗𝑗∈𝐽 

)1)תמיד  )ff A A  אבל אם 𝑓 ל  אזע  
1( )ff A A ) 

 .𝛼 –ל  𝑗∈𝐽{𝑂𝑗}מצאנו תת כיסוי סופי 

∎ 

:𝑓נניח     ל:תרגי [𝑎, 𝑏] → ℝ  רציפה. הוכיחו𝑓([𝑎, 𝑏]) = [𝑐, 𝑑]. 
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𝑋נניח  משפט )ההפרדה(: ∈ 𝑇2 ,𝐴, 𝐵  תת קבוצות קומפקטיות וזרות. אזי קיימת סביבות

 )פתוחות( זרות.

 

 

 הוכחה:

𝐴 – מקרה א' = {𝑎}  

 

 

 

 (. סופית )חיתוך סופי 𝐵קל להוכיח בהנחה נוספת אם  הערה:

 ... 𝐵פעיל את הקומפקטיות של ההרעיון הוא ל

𝑋 ∈ 𝑇2 ⇒ ∀𝑏 ∈ 𝐵 ∃𝑈𝑏 ∈ 𝑁(𝑎) ∃𝑉𝑏 ∈ 𝑁(𝑏):𝑈𝑏 ∩ 𝑉𝑏 = ∅  

𝑈𝑏  ו- 𝑉𝑏 .סביבות פתוחות 

𝛼 = {𝑉𝑏}𝑏∈𝐵  כיסוי פתוח של תת קבוצה𝐵  במרחב𝑋. 

 – סופיקיים תת כיסוי  ⇐ (3)בגלל קריטריון 

∃ {𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛} ⊆ 𝐵:𝐵 ⊆⋃𝑉𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

=:⏟
נסמן

𝑉 ∈ 𝑁(𝐵) 

𝑉  סביבה פתוחה של𝐵 נגדיר בהתאמה .– 

𝑁(𝑎) ∋ 𝑈 ≔⋂𝑈𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝑖כעת, לכל   .𝑎נקבל שזוהי סביבה פתוחה של  (𝑡2) -מ  ∈ {1,… , 𝑛} – 

𝑈𝑏𝑖 ∩ 𝑉𝑏𝑖 = ∅ 

⇓ 

(⋂𝑈𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

) ∩ (⋃𝑉𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

) = ∅ 

⇓ 

𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ 
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 הוכחנו את מקרה א'.

 – מקרה ב' )כללי(

 בעזרת שלב א':

∀𝑎 ∈ 𝐴 ∃𝑈𝑎 ∈ 𝑁(𝑎) ∃𝑉𝑎 ∈ 𝑁(𝐵): 𝑈𝑎 ∩ 𝑉𝑎 = ∅ 

,𝑈𝑎כאשר  𝑉𝑎 .סביבות פתוחות   𝛼 = {𝑈𝑎}𝑎∈𝐴  כיסוי פתוח של𝐴  במרחב𝑋. 

𝑋 ⊇ 𝐴 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 

 יש תת כיסוי סופי לפי הקריטריון  לכן שוב

 ∃{𝑎1, … , 𝑎𝑛} ⊆ 𝐴:𝑁(𝐴) ∋ 𝑈 ≔ ⋃ 𝑈𝑎𝑖
𝑚
𝑖=1 ⊇ 𝐴 

𝑁(𝐵)     –נגדיר  ∋ 𝑉 ≔ ⋂ 𝑉𝑎𝑖
𝑚
𝑖=1 ⊇ 𝐵              𝑉  פתוח בגלל- (𝑡2). 

𝑈𝑎𝑖 ∩ 𝑉𝑎𝑖 = ∅ 

⇓ 

(⋃𝑈𝑎𝑖

𝑚

𝑖=1

) ∩ (⋂𝑉𝑎𝑖

𝑚

𝑖=1

) = ∅ 

⇓ 

𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ 

∎ 

 :)נניח  משפט )הסגירות𝑋 ∈ 𝑇2 ,𝑌 ⊂ 𝑋  תת קבוצה קומפקטית. אזי𝑌  סגורה ב– 

𝑋. 

 הוכחה:

 

 

 

𝑎ניקח  ∉ 𝑌 .)!בה"כ קיימת( 

𝑎 –צ"ל  ∉ 𝑌̅. 

𝑈לפי משפט ההפרדה, קיימות סביבות פתוחות וזרות  ∈ 𝑁(𝑎), 𝑉 ∈ 𝑁(𝑌)  כך ש 

𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ 

𝑈 ∩ 𝑌 = ∅ 
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𝑎ולכן  ∉ 𝑌̅  ולכן𝑌 .סגור 

∎ 

  נורמליות(:משפט )ה

𝑋 ∈ 𝑇4 ⇐ {
𝑋 ∈ 𝑇2

𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝
 

,𝐴  הוכחה: 𝐵   .תת קבוצות סגורות וזרות𝐴, 𝐵 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝  

 אז לפי משפט ההפרדה קיימות סביבות זרות.  )כתת קבוצה סגורה בקומפקטי(.

∎ 

𝑋נניח  משפט: ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 ,𝑌 ∈ 𝑇2 ,𝑓: 𝑋 → 𝑌  רציפה. אזי𝑓  סגורהפונקציה. 

 הוכחה:

 .𝑋 –סגורה ב  𝐴לכל  𝑌 –סגורה ב  𝑓(𝐴)צ"ל 

𝐴⏟
סגור

⊆ 𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 

𝐴אז לפי משפט שהוכחנו  ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝. 

   –. נקבל )מהתורשתיות של רציפות גם( 𝐶𝑜𝑚𝑝תמונה רציפה שומרת על  –לפי משפט 

𝑇2 ∋ 𝑌 ⊇ 𝑓(𝐴) ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 

( )f A  (סגירות של פונקציה ...)סגור לפי משפט שהוכחנו. 

∎ 

𝑋נניח  משפט )הכללת משפט ויירשטראס(: ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 ,𝑓: 𝑋 → ℝ  רציפה. אזי𝑓 

 מוחלטים. 𝑀𝑎𝑥,𝑀𝑖𝑛חסומה ומקבלת 

 הוכחה:

𝐶𝑜𝑚𝑝  נשמרת ע"י תמונה רציפה. לכן–   ℝ ⊃ 𝑓(𝑋) ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 

𝑓(𝑋)  תת מרחב מטרי ב- ℝ אז ,𝑓(𝑋) !חסומה   

ℝ ∋ 𝐵 ≔ sup{𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋} ∈ 𝑓(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅  

ℝ ∋ 𝐴 ≔ inf{𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋} ∈ 𝑓(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝑓(𝑋)גלל משפט הסגירות )כלומר סגור ב 𝑓(𝑋)מצד שני,  = 𝑓(𝑋)̅̅ ̅̅  ( ולכן מתקבלים ̅̅

𝐵 = 𝑀𝑎𝑥 𝑓 

𝐴 = 𝑀𝑖𝑛 𝑓 



11 
 

∎ 

 תרגילים:

,𝑋)( נניח 1 𝑑)  ,מ"מ𝐴,𝐾 ⊆ 𝑋  ,לא ריקות𝐾 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝:אזי . 

𝑥0א( קיימת נקודה  ∈ 𝐾  כך ש–     𝑑(𝐾, 𝐴) = 𝑑(𝑥0, 𝐴) 

 פונקציית המרחק... רמז:

𝐴ב( אם גם  ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝,  אז–    ∃𝑎0 ∈ 𝐴, ∃𝑥0 ∈ 𝐾: 𝑑(𝐾, 𝐴) = 𝑑(𝑥0, 𝑎0) 

 

 )אפילו לקבוצות סגורות(:  דוגמה נגדית

 :ℝ2 -ב 

 

 

ℝ     :    𝐵 -ב  = {𝑛 +
1

2𝑛
|𝑛 ∈ ℕ} , 𝐴 = ℕ⏟                  

סגורות

  

  0 = 𝑑(𝐴, 𝐵) ≠ 𝑑(𝑎0, 𝑏0)      לכן(𝑖𝑛𝑓 )  !לא מתקבל 

 

 

𝑋נניח  משפט )על השיכון והומיאומורפיזם(: ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝 ,𝑌 ∈ 𝑇2 ,𝑓: 𝑋 → 𝑌  רציפה

:𝑓)ז"א  שיכון טופולוגי 𝑓. אזי וחח"ע 𝑋 → 𝑓(𝑋) .)הומיאומורפיזם 

 נקבל הומיאומורפיזם.אז  על 𝑓במקרה הפרטי, אם בנוסף א.    :ההער

 חשובה מאוד. ראינו דוגמאות... 𝑋קומפקטיות של ב.             

 הומיאומורפיזם. 𝑓ואז צ"ל  .על 𝑓 –מ"ל את המשפט בהנחה ש   הוכחה:

 ( בהגדרת הומיאומורפיזם מתקיימים עפ"י הנתון )ישר(.2) –( ו 1תנאים )

𝑋    –ות של ההופכי ( רציפ3
𝑓−1

← 𝑌 = 𝑓(𝑋) 

פונקציה סגורה. כאן נשתמש במשפט  𝑓 –על רציפות, מספיק להראות ש  3לפי קריטריון 

 הקודם.

∎ 
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𝛼נניח  הגדרה: = {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼  אוסף תת קבוצות בקבוצה𝑋.  :אומרים 

𝜶א(  ∈ 𝑭𝑰𝑷  תכונת החיתוך הסופי, אם–     ⋂ 𝐴𝑗𝑗∈𝐽 ≠ 𝐽לכל      ∅ ⊆ 𝐼 סופית. 

𝜶ב(  ∈ 𝑰𝑷  אם⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ≠ ∅. 

 א(. ⇐ב ברור  )

}כל סדרה דוגמה: }n nA   1יורדת 2A A  לא ריקות היא קבוצות  לשFIP 

𝐴𝑛               למשל:            ≔ {𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… } , 𝑛 ∈ ℕ 

𝛼 = {𝐴𝑛}𝑛∈ℕ ∈ 𝐹𝐼𝑃\𝐼𝑃 

): נניח תוצאה , ) CompX    ו  טופולוגיה עלX  2עם תכונתT (Hausdorff כך )

ש   אז . . 

 

 מ"ט. אזי התנאים הבאים שקולים: 𝑋נניח  (:𝑪𝒐𝒎𝒑של  𝑭𝑰𝑷)קריטריון משפט 

1 )𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝. 

𝐼𝑃     –מתקיים ( 2 ∋ 𝛼 ⇐ {
𝐹𝐼𝑃 ∋ 𝛼 = {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼
∀𝑖 ∈ 𝐼: 𝐴𝑖 סגורה

 

 הוכחה:

𝑂𝑖}אם ורק אם האוסף של המשלימים  𝑋כיסוי פתוח של  𝑖∈𝐼{𝑂𝑖} -שימו לב ש 
𝑐}𝑖∈𝐽 

 .𝐼𝑃)קבוצות סגורות( הוא לא 

⋃𝑂𝑖 = 𝑋 ⇒⋂𝑂𝑖
𝑐 = ∅ 

 (.𝐶𝑜𝑚𝑝והגדרת  de Morgan כללי)

∎ 

ℝ    דוגמה: ∉ 𝐶𝑜𝑚𝑝   דרך(𝐹𝐼𝑃       .) 

  𝐴𝑛 ≔ [𝑛,∞), 𝑛 ∈ ℕ    סגורות  ו-      𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ 𝐴3 ⊃ ⋯ 

{𝐴𝑛}𝑛∈ℕ ∈ 𝐹𝐼𝑃\𝐼𝑃 

}1:   דוגמה : } Comp
n

Y n   

1{ : , }k n
A n k n    1סגור 2A A       k

k

A


   . 
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,𝑋)כל מרחב מטרי  משפט: 𝑑) .קומפקטי הוא מ"מ שלם 

 

  דרך    :נוסף הסבר

 לשלמות מאינפי: 𝐶𝑎𝑛𝑡𝑜𝑟קריטריון   

 התנאים הבאים שקולים:

,𝑋)א(  𝑑) "שלםמ מ. 

 

𝑛∈ℕ -    𝐴1{𝐴𝑛}ב( לכל סדרה יורדת  ⊇ 𝐴2 ⊇ 𝐴3 ⊇ ⋯ 

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴𝑛) –כך ש סגורות של קבוצות 
𝑛→∞
  –מתקיים  0   →

{𝑐} =⋂𝐴𝑛
𝑛∈ℕ

≠ ∅ 

 :השלמותהוכחה למשפט 

𝛼 = {𝐴𝑛} ∈ 𝐹𝐼𝑃 

𝐴𝑛  סגור. לכן בגלל הקומפקטיות אכן⋂ 𝐴𝑛𝑛∈𝐼 ≠ ∅. 

⇓ 

𝛼 ∈ 𝐼𝑃 

 ואז מקריטריון קנטור נקבל המרחב הוא שלם.

∎ 

𝑯𝒆𝒊𝒏𝒆משפט ) − 𝑩𝒐𝒓𝒆𝒍):  

𝑋נניח  ⊆ ℝ𝑛:אזי התנאים הבאים שקולים . 

1 )𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝. 

2 )𝑋 .חסום וסגור 

 הוכחה:

(2) ⇐ (1): 

 )הוכחנו: ח"כ(כל מ"מ קומפקטי הוא חסום  – חסימות
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ℝ𝑛 – סגירות ∈ 𝑇2הסגירות. . נפעיל את משפט 

(2) ⇒ (1): 

ℝ𝑛קיימת קובייה  ⊃ 𝐾  כך ש–   𝑋 ⊆ 𝐾 

 דרך א':

𝐾 = [𝑎, 𝑏]𝑛 

𝐾, אכן 𝑇𝑦𝑐ℎ𝑜𝑛𝑜𝑓𝑓אז לפי  ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝  אם ידוע ש(- [𝑎, 𝑏] ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝.) 

 (:𝐶𝑎𝑛𝑡𝑜𝑟דרך ב' )

𝐶𝑜𝑚𝑝 -נניח בשלילה ש  ∌ 𝐾. 

 

 

( דרך החלוקה של 2𝑛קוביות )מספר = ז"א יש כיסוי פתוח ללא תת כיסוי סופי. נחלק תתי 

"קובייה בעייתית" אם אין תת כיסוי סופי עבור הכיסוי  –הצלעות. נקרא לתת קובייה 

 .𝐾1הנ"ל. אז יש לפחות תת קובייה אחת בעייתית 

𝐾1באופן דומה כמו קודם, נחלק לתתי קוביות ואז יש תת קובייה  ⊃ 𝐾2  כך ש- 𝐾2 

 בעייתית. 

𝐾1    –נקבל  אז ⊃ 𝐾2 ⊃ 𝐾3 ⊃ ⋯ 

 סדרה יורדת של קוביות )סגורות לא ריקות(. 

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐾𝑛) ≤
𝑏 − 𝑎

2𝑛
→ 0 

ℝ𝑛 :יש איבר משותף  שלם, לכן לפי קריטריון קנטור    {𝑐} = ⋂ 𝐾𝑛𝑛∈ℕ ≠ ∅ 

𝑐 ∈ 𝐾 לכן קיים איבר מסוים של הכיסוי .𝑂𝑖 ∈ 𝛼  כך ש–  𝑐 ∈ 𝑂𝑖 

𝑟∃      לל הפתיחותבג > 0: 𝐵𝑟(𝑐) ⊂ 𝑂𝑖 

𝑚∃      –לכן  ∈ ℕ: 𝑐 ∈ 𝐾𝑚 ⊂ 𝐵𝑟(𝑐) ⊂ 𝑂𝑖 

לא בעייתית בסתירה  𝐾𝑚לכן     של הכיסוי. 𝑂𝑖מכוסה ע"י איבר אחד  𝐾𝑚 -קיבלנו ש 

 לבנייה!

∎ 
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 הערה:

𝐻𝑒𝑖𝑛𝑒משפט  − 𝐵𝑜𝑟𝑒𝑙 כ לא נכון אם מחליפים בד"ℝ𝑛  במרחבים מטריים או נורמיים

 אחרים. 

 )כבר דיברנו על זה(  דוגמה:

 יש תת קבוצה חסומה וסגורה לא קומפקטית. 𝑙2 במרחב הילברט

𝐴  למשל: ≔ {𝑒1, 𝑒2, … } ⊂ 𝑙2    ( לא קומפקטי לכןדיסקרטי אינסופי). 

 

 

 )על הקומפקטיות(:   לסקרנים

https://en.wikipedia.org/wiki/Compact_space 

https://arxiv.org/pdf/1006.4131v1.pdf 

 

 

,𝑋)נניח  משפט )קומפקטיות במרחב מטרי(: 𝑑) :מ"מ. התנאים הבאים שקולים 

1 )𝑋 = (𝑋, 𝑡𝑜𝑝(𝑑)) ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑝. 

2 )𝑋 ∈ 𝑆𝐶𝑜𝑚𝑝      .)לכל סדרה יש תת סדרה מתכנסת( 

3 )𝑋 ∈ 𝐵𝑊    תכונת( 𝐵𝑜𝑙𝑧𝑎𝑛𝑜 −𝑊𝑒𝑖𝑒𝑟𝑠𝑡𝑟𝑎𝑠𝑠 ב אינסופית: לכל קבוצה- 𝑋  יש  

 נקודת הצטברות(.                      

4 )(𝑋, 𝑑) .שלם וחסום כליל 

https://en.wikipedia.org/wiki/Compact_space
https://arxiv.org/pdf/1006.4131v1.pdf

