
1 

 

  2011קיץ  – 12תרגול  –ליניארית 
  
  

  :)72עמוד ( 2.15 תרגיל
  

 cA=1 - כך שc∈ℂשונה מאפס קיים  הרמיננטעם דט ℂמעל  Aלכל  וחיהוכ

  
  פתרון:
  

↓

=
⇒=⇒=⇒=

n
n

b
c

נגדיר

A
b

A
b

bA 11
1

1
1

 

  תמיד קיים לפי המשפט היסודי של האלגברה
  
  

  ):75עמוד ( 4.3רגיל ת
  

,i,j 1כך שלכל  ∋nxnRAתהי  ±=jiaכיו חי. הוכ )det(|2 1 An−.  

  
  :פתרון
  

↓























±

±±

±±

±±±

==























±±

±±

±±

±±±

=























±±

±±

±±±

=























±±±

±±±

±±±

− 0,2000

0,40,400

0,20,20

111

...

0,40,400

0,40,400

0,20,20

111

0,20,20

0,20,20

111

111

111

111

1n
⋯

⋮⋱⋮⋮

⋯

⋯

⋯

⋮⋱⋮⋮

⋯

⋯

⋯

⋮⋱⋮⋮

⋯

⋯

⋯

⋮⋱⋮⋮

⋯

⋯

             

  מכפלת אייברי האלכסון.
  
  

   תרגיל:
  

1 1

1
?

1

1 1

α
α

α

=

⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱

⋯

           .          

  
  



2 

 

   :פתרון

  

1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1
( 1)

1 1 1

1 1 1 1 1 1

iR R

n n n

n

α α α α
α α α

α

α α α

→

+ − + − + −

∑→ → + −

⋯ ⋯ ⋯

⋱ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ⋱ ⋱

⋯ ⋯ ⋯

  

1 1 1

1 1 1

0 1 0
( 1) ( 1)( 1)

0

0 0 1

iR R nn n
α

α α α

α

≠ − −−
→ + − = + − −

−

⋯

⋮

⋮ ⋱ ⋱

⋯

  

  
  

  :תרגיל

024מטריצה ממשית והפיכה המקיימת  Aא)  תהי        =+ AAאת  ו. חשבA. 

kaaaשאם קיימים  וחיב) הוכ ,..., 2...0מתקיים סקלרים כך ש 21

21 =++++ k

k AaAaAaI  אז

   היא הפיכה. Aהמטריצה 
 
. נתון 2, מעל שדה שאיננו ממאפיין מספר אי זוגי   nכאשר ×nnמטריצות  ,BAתהיינה   )ג

+=0שמתקיים  BAABאחת המטריצות שלפחות  וחי. הוכA  אוB .היא לא הפיכה 
 

  פתרון:
  
 א)  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

44 4 4

4

3

2 0 2 det det 2 det

2 det det 2 det 0

det det 2 0

n n

n

A A A A A A A

A A A

A A

+ = ⇒ = − ⇒ = − ⇒ =

− ⋅ ⇒ − − =

 ⇒ ⋅ − − = 

  

)מטריצה ממשית והפיכה כלומר  Aמהנתונים שבנוסח השאלה נתון כי  ) 0det ≠A ולכן יוצא 

( ) ( ) ( )33
2det2det

n
n

AA −=⇒−=  

  

k ב)

k AaAaAaI −−−−= ...2

21 ⇒=++++ 0...2

21

k

k AaAaAaI  

)...( 11

21

−−−−−=⇒ k

k AaAaIaAI    11כלומר

21

1 ... −− −−−−= k

k AaAaIaA  

  

)ג)  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ABBABAABBAABBAAB
k

detdet1detdetdetdet0
12 ⋅⋅−=⋅⇒−=⇒−=⇒=+ +

  

)כלומר מתקיים:  ) ( ) 0detdet2 =⋅⋅ BA  כלומר( ) 0det =A  או( ) 0det =B  כלומר לפחות אחת

  מהמטריצות איננה הפיכה.
  
  

  
  
  
  



3 

 

  דטרמיננטת העתקות לנאריות:
  

V  ,מ"וB בסיס ל-V ,:T V V→ 'ה"ל. דטT  :מוגדרת ע"י[ ]BTT   ואיננה תלויה בבחירת הבסיס. =

  
  :)77(עמוד  ב,ג8.1תרגיל 

  
VVSTיהיו    :וחיה"ל. הוכ ,:→

  )0-איננה הפיכה אמ"מ הדט' שלה שווה T(או:  0-הפיכה אמ"מ הדט' שלה שונה מ Tב. 

)ג.  ) TSST detdetdet =  

  
  פתרון:

  Tv=0-שונה מאפס כך ש vקיים וקטור    אמ"מ   הגרעין שלה שונה מאפס   אמ"מ   איננה הפיכה Tב. 

] -ב   אמ"מ   ) Bלבסיס  vרחיב את נ( ]BT דט'    אמ"מ   קיימת שורת אפסיםT  אפס.היא  

]ג. ] [ ] [ ] [ ] [ ] TSTSTSTSTS BBBBB �� ==== 

  
  

  ):adjointהמטריצה המצורפת/הנלוית (
  

  

)תהי  ) nxn

ij FaA )אז  =∋ ) ( )( )jiji

ij MbAadj
+−== 1)(  

  
  

adjAAIA. 1 :טענה ⋅=⋅)(det  

הפיכה אז:  A. אם 2 
A

adjA
A

det

1 =−  

  
  

  דוגמא:
  

תהי
















−

−

=

213

085

102

A .1: ומצא,det, −AAadjA  

  
  פתרון:

  

adjAA

A

adjA

3

1

3det

16229

5110

8116

1 =

⇓

=

















−

−−

−

=

−

  

  
  
  



4 

 

  (אולי נוותר על זה? קצת מייגע... לא?) :)77(עמוד  9.5 תרגיל
  

    
  

  פתרון: 

ababbaababaabbba

Iab

aabb

aabb

aabb

ba

abaa

aaba

aaab

ba

baa

aba

aab

IA

abaa

aaba

aaab

ba

ababbaabaa

baaababbaa

baabaaabab

ababaaba

abaababa

abaabaab

adjA

−=+=−+−=++−−

−

↓

=
















++−

++−

++−

−

=
















+−

+−

+−

−
















=⋅

















+−

+−

+−

−

=
















+−−−

−+−−

−−+−

=
















−−−

−−−

−−−

=

2222)()((

)(

2)(00

02)(0

002)(

)(

)(

)(

)(

)(det

)(

)(

)(

)(

))(()()(

)())(()(

)()())((

23232

2

2

2

2222

2222

2222

  

  
   :תרגיל

 וחיהוכ
1

)(
−

=
n

AAadj.  

  :פתרון
  
  ידוע: 

 

0)(0)(:00

)()()(:0

)(

11

11

==⇒==⇒=⇒∃

=⇒=⇒=≠⇒∃

=

−−

−−

AadjAAAadjIAAAA

AadjAAadjAAAAadjIAAA

AAadjIA

n

nn

  

  
  
 :רגילת

2נתונה הדטרמיננטה :   .א

a b c

d e f

m n l

. מצאו למה שווה הדטרמיננטה: =

4 2

4 2 ?

4 2

l c f l f

m a d m d

n b e n e

− +

− + =

− +

.  



5 

 

 −1Aהיא מטריצה שאיבריה מספרים שלמים וגם האיברים של  Aהוכיחו או הפריכו: אם   .ב

הם שלמים , אז 
2000

1A =. 

  
  פתרון:

a. 

4 2 4 2 4 4

4 2 4 2 2 4 2 4

4 2 4 2 4 4

l c f l f l c f l l c f l c f l

m a d m d m a d m m a d m a d m

n b e n e n b e n n b e n b e n

− + − − −

− + = − = − = − =

− + − − −

28 8( 1) 8 16

c f l a d m a b c

a d m b e n d e f

b e n c f l m n l

= − = − − = − = − 

b.  אם איברי המטריצה שלמים, אזי גם הדטרמיננטה שלה שלמה (הרי היא סכום של

 מכפלות של שלמים). באופן דומה, גם הדטרמיננטה של ההופכית הינה שלמה.
1 11 I AA A A− −= = ולכן  1±. המספרים השלמים היחידים שכפולתם הינה אחד הם =

1A = ), ומתקיים תמיד ש± )20001 1± = 

  

  

  

  שאלה:

 ריצה ששורותיה תלויות לינאריתמט Aתהי 

a.  0הוכח/הפרך: כל מינור של המטריצה מקיים
ij
A = 

b.  תהיA 2אנטי סימטרית כך שA I− 2חשב את  = 2A A I+ + 

  פתרון:

11הפרכה:   .א

1 1
, 2 0

2 2
A A

 
= = ≠ 
 

 

)  .ב ) 22 2 2 22 2 2 ( ) 4
t

A A I A A I A A I A I A I+ + = + + = − + = − = − = 

  
  
  

  משפט קרמר:
  
  
  

אשר הדטרמיננטה שלה איננה  nמסדר  Aבועית עבור מטריצה רי Ax=bנתונה מערכת משוואות 

nxxמתאפסת. אזי אוסף הפתרונות  niשל המערכת מקיימים  1,...,
A

A
x

i

i  iAכאשר  =∀=1,...,

  במקומה. bוהצבת  A-ב i-מחיקת העמודה המתקבלת ע"י 
  



6 

 

   :דוגמא
  

  
  

  :)79(עמוד  10.3תרגיל 
  

נוסחת קרמר את המערכת הבאה: בעזרת  ורפת




=−+−

=++−

55

12

wzyx

wzyx
  

  פתרון:
  

zwyzw
zw

zw
A

zwxzw
zw

zw
A

A

zwyx

zwyx

wzyx

wzyx

424424
551

11

91139113
155

21

1
11

21

55

12

55

12

2

1

−+=⇒−+=
−+

−−
=

++=⇒++=
−−+

−−−
=

=
−

−
=





−+=−

−−=−
⇒





=−+−

=++−

  

1

2 3

1

2 3 2

3

1 1 1 1 1 1

0 2 3 3 , 2 2 3 3 1

1 0 1 3 0 1

1 1 1 1 1 1

0 2 3 6 2 , 0 2 2 6 2

1 3 1 1 0 3

x y z

y z

x z

A A x

A y A z

+ + =


+ =
 + =

= = = = ⇒ =

= = − ⇒ = − = = = ⇒ =


