
����|}�{ ���|�| � ��| ��}�� �����
}¥��� £{ ����� ������

�Z60/〈3〉�| ����{��� ������� �� �{ ��{� �
������ � ��{�

�|�� £��{�}� ���� ��� �|〈3〉| = 20 ���� �20 �~�� {�� 3 �|�{� ������

|Z60/〈3〉| =
|Z60|
|〈3〉| =

60

20
= 3

�{〈3〉 , 1 + 〈3〉 , 2 + 〈3〉} �� ���}��� ����| �~� ~� ���������

{�� g ∈ G �|�{� ������ ������ ����� Φ : G → Sn ���� n �~�� ���|� G ��� �� ��{�
�m ���{� ���� ������� n

m �� ����� {�� Φ(g) �{ ��� �{ m �~��

����� ����� �0 < i < m ��� gi %= eG �}� gm = eG ��� �m �~�� {�� g �� ���� ������
��|� �{ ��|�� �~� �g�| �{��� ��� �� �������� {�� lg ��{� Φ(g) = lg ��� �~}��
����� �|��� �{�� �G �� �|�{ �� ����� lg �{� ��|�� ���� lg ∈ Sn �� ��������

������ x ∈ G �|�{ �� ���

x
lg−→ gx

lg−→ g2x
lg−→ g3x

lg−→ . . .
lg−→ gm−1x

lg−→ gmx = x

�m|i− j ���� gi−j = e �{ �gix = gjx �{ ��� ����~| m ���{� ������ ���� x ∈ G ���
��|� gix �{ {� ������ ���� �����| ���{� G�� �|�{ �� �����~��{| ������ ���{ ��
���{ �m ���{� ��� ~�{ ��� �������� n

m ���~| ����� �|�� ���|� �
����|� x �|�{�
�〈g〉 ���|��r�� �� ������� ������� �� ����� ��| ���|�{� �� ��~|�

����{ ���� {�� Φ(g) �� �~�� ������ �� �~� |��� ��� ��| �� ����� �����|
��� �(m, . . . ,m) = m �� ����{� ����� ������� ������ ������ �� �}��| ��������

�m {�� g �� �~�� �} �{ ������ {�� Φ�� ���� ������

���{|� ����~��{� �{ �{�� �� ��{�

[5Z : 20Z] �{

������� {�� £��{�}� ���� ���� [Z60 × Z60 : 〈(3, 3)〉] �|

�����{��� ������� �{ ��{� �~�� ���� [Z× Z : 〈(3, 3)〉] �}

������� {�� £��{�}� ���� ���� [S4 × S3 × Z12 : 〈(1432)〉 ×A3 × 〈9〉] �~

������

������ ���{| ����{��� ������� �{ {��� �{

5Z/20Z = {20Z, 5 + 20Z, 10 + 20Z, 15 + 20Z}

�4 {�� ���|�� ��~��{� ���

�



〈(3, 3)〉 ���|��r�� �� �~��� �60 · 60 = 3600 {�� Z60×Z60 ���|�� �� �~�� �|
�|��� £��{�}� ���� ����| |��� �20 {��� �(3, 3) �|�{� �� �~�� {��

[Z60 × Z60 : 〈(3, 3)〉] = |Z60 × Z60| / |〈(3, 3)〉| = 3600/20 = 180

���|� {�� {(0, n) + Z× Z}�� �{��� �� ��� [Z× Z : 〈(3, 3)〉] = ∞ �� ����� �}
(0, n)+Z×Z = �{ �
������� �� {� ��{� ����� ����{�� ������ �� �������{

���{ �� (0,m) + Z× Z

(0, n)− (0,m) ∈ 〈(3, 3)〉

�n = m ���� �0 = n −m ��� �k ∈ Z �����{� (0, n −m) = (3k, 3k)�� �����
������ ����{�� ������ �����{ �� �����

�� ���� ����|��r�� ��� ���|�� �� �~�� �{ |��� �~

|S4| = 4! = 24 |S3| = 3! = 6 |Z12| = 12

���|�| |〈(1432)〉| = 4 ���� ������ �~� {�� ������ ���|� �� �~�� �� ���{�
��� �|A3| = 3!/2 = 3 ����| �Z12 ���|�| |〈9〉| = 4 �}� �S4

|S4 × S3 × Z12| = 24 · 6 · 12
|〈(1432)〉 ×A3 × 〈9〉| = 4 · 3 · 4

�(24 · 6 · 12)/(4 · 4 · 3) = 36 ���~�� ���� ���� £��{�}� ���� ��� ��~��{��

�GL2(Q) ���|�� �� ���|�{ ��� ���� �� ��{�

M =



 0 1

−1 0



 , N =



0 1

1 0





�M,N �{ ������ GL2(Q) �� ����| ����� ���|��r�� �{ H�| �����

�H ��|�{ �� �{ �{�� �8 {�� H �� �~�� �� ��~� �{

�����| �|�{ �� �|�� �{� ������� �|�� ����� �S8�� H �� ����� ����� �{�� �|
�
���{ {���� ��|��� {� �|{ �S4 ���� ����{ H �� ����� �� ������ ���{���

������

��| 
����� ����� ���� ������ �~� �� M,N�� ���|���� ���|�{� �� �{ |��� �{
��|��� ��~�

H = {M,M2 = −I,M3 = −M,M4 = N2 = I,

N,MN =
(
1 0
0 −1

)
= −NM,M2N = −N,M3N = −MN}

��{� ���|�r�� ��{ ��� ��~|� �������� ���|�{ �� ��{ H �� �~�� �� ����� ���
�� N �����| �4�| ����� H �~�� �{ �M �� ����� �|�{ �� �� ���| �~��

�
8 ����� {�� H �� �~�� ���� �H�| ���|�{ ����� �����

�



����� �|

I ↔ 1 −I ↔ 2 M ↔ 3 −M ↔ 4

N ↔ 5 −N ↔ 6 MN ↔ 7 −MN ↔ 8

�{� 
���� ������� ��� �{ ��|� ��|� ����| |��� ���� ����� ��������� ����|
�{��� ���� ���{��� ������ ���� {�� ������ ����� ����� ��� �|�{ �� ����

�
�|�{ ���{|

ϕ(1) =

ϕ(2) = (12)(34)(56)(78)

ϕ(3) = (1324)(5768)

ϕ(4) = (1423)(5867)

ϕ(5) = (15)(26)(38)(47)

ϕ(6) = (16)(25)(37)(48)

ϕ(7) = (17)(28)(35)(46)

ϕ(8) = (18)(27)(36)(45)

����������� {�� ����� ������ ��| ������ {�� ������� ������ ����� ����� ��~
������� �|���� ����� �������� ������ �~� �� ����� ����� �� ����� ����

�����{���

�������| ���|� ���� �� ��{�

��� �� ������ �300 �~�� ���|�r�� H ≤ G ���� �600 �~�� ���|� G ��� �{
�a2 ∈ H �� ������ a ∈ G

�~�� H ≤ G ���|�r�� �{�� �600 �~�� {��� G = S3 ×Z100 ���|�| ���|�� �|
�a3 ∈ H ������ {� ���|� a ∈ G �|�{� 200

������

����{�� ������ ��� �� ����� �[G : H] = 600
300 = 2 �� �|�� £��{�}� ���� ��� �{

�H�| ���{� ���|�{� �� �{ ����� �|��� ������ �H {�� ��� ��{ �G�| H ��
����}� ��� �{� �a ∈ H {�� ����{�� �����{� ��������{ ��� �� a ∈ G ��|� ���

�a2 ∈ H �|�� 
���� ���| ���|� {���� H�| ������
���� �a2 /∈ H �� �����| ���� �aH %= H ����� �a /∈ H {�� ������ �����{�
�a2H = aH �� �|�� ����| �G�| H �� ������ ��� �� ��� ���� �a2H %= H
�� �|�� H �� ����{��� ������� �{ ��~}�� ������� ��� �� ����� ��� �|{
������ �������� �a2 ∈ H ��� ������ ����� ��� �a ∈ H ����� �a−1 · a2 ∈ H

�x = a2�� y = a ��|�� ����{ �x, y ∈ G ��� y−1x ∈ H �{ ��� �{ xH = yH

���� ��� 200 �~�� ������� {� ���|�r�� ���|� ��|���� �{�� ����� ����| �|
�{ ��}�~� ���|� ���{ �
������ ���|�� �������{

H = 〈(12)〉 × Z100

�{ �a = ((23), 89) �|�{� �{ ��|� �|〈(12)〉| = 2 �� 200 �~�� {���

a3 = ((23)3, 3 · 89) = ((23), 67) /∈ H

�〈(12)〉 = {, (12)} ����

�



�(an, am) = |a| (n,m) ������ 0 %= a, n,m ∈ Z ��� �� ������ �� ��{�

��{�� ����� ���{� ���{ ����| �d = (n,m) ���� ������

(an, am) = |a| · d ⇔
(an

d
,
am

d

)
= |a| ⇔ |a|

(n
d
,
m

d

)
= |a| ⇔

(n
d
,
m

d

)
= 1 ⇔ (n,m) = d

������� �� u, v ������ ���� �~�{ ~�� �
���� �������� �������r�~ ����{ ��~
�{ ���|� �m�� n �� ��{��� ����� �� ���� d �� ��~� �(an, am) = uan + vam

�(|a| · d)| (an, am) ���� �uan+ vam �{ ���� |a| · d ��� �un+ vm
|a| d = �|��� |a|�| ����� �d = sn + tm ������� �� s, t ������ ���� ���� ~��
�am�� an �� ��{��� ����� �� ���� (an, am) �� ��~� �����{�� s′, t′ ��|� s′an+ t′am
����~� �(an, am) = |a| d ���|�� ������ �(an, am) | |a| d ��� �s′an+ t′am �{ ���|�
�������{� ����� ������ ���� �� �}��| ����� ����| �} ����� �{ ������ ����
(an, am) = ������ ��}���{ {��� �(n+a,m+a) = (n,m)+a �� ������� �� ����|

�|a| (n,m)

���{|� ������� �� �� �{ �~����{ �����}�{ ����| �{�� �� ��{�

(890, 214) �{

���~��� ��{�| ����� ���� �(5340,−1284) �|

������

��~����{ �����}�{| ����� �{

(890, 214) = [890 = 4 · 214 + 34]

(214, 34) = [214 = 6 · 34 + 10]

(34, 10) = [34 = 3 · 10 + 4]

(10, 4) = [10 = 2 · 4 + 2]

(4, 2) = [4 = 2 · 2 + 0]

(2, 0) = 2

�(890, 214) = 2 ����

��~��� ��{�� ��� ��� �5340 = 6 · 890 ��� −1284 = −6 · 214 �� |� ���� �|

(5340,−1284) = |6| · (890, 214) = 6 · 2 = 10

�{��� �� �o(g) ��|� ����� �{�� �g ∈ G ���� n �~�� ������ ���|� G ��� �� ��{�
!G �� �{ ���� g�� ���

�� �~� |����� �����| ����� �g = ai�� �� i ���� �G �� ���� a ∈ G ��� ������
��|�{ �� ����

o(g) = o(ai) =
o(a)

(o(a), i)
=

n

(n, i)

�{ ��� �{� (n, i) = 1 ������ ����� i�� n �{ ��� �{ G �� �{ ���� g �|�{�
�
���� {�� ���� o(g) = n = |G|

�����}�{ �{ ������ t;+/ ��| ������� �|��� ������� ����� ��� ���| �� ��{�
������� a, b ����� ������ ��� ���� ��|��� ������� �|�� ����� �|����� �~����{

�d = (a, b) = sa+ tb ������� �� (d, s, t) ������ �� ����

�



���� �� ��{���� �{ ������

t;+/(5782, 2022) t;+/(654321, 123456) t;+/(314159,−161803)

t;+/(24, 44) ��}�~� ����~��� ����| {� �� s, t ���~��� ��~��� {�� d�� ~��| �����
�{��� �� (4, 13,−7) �} �|{ 4 = 2 · 24− 1 · 44 �� (4, 2,−1) ����� �{ ������ ����

������ ��{�}�~ ������ ������ ������� ����� ���� ������

t;+/(−5, 0) −→ (5,−1, 0) t;+/(100, 11) −→ (1, 1,−9)

�� �������� (a, b) ������ }�� �� ������� ��}�� �~����{ �����}�{| �� ���� ������
0 ≤ r < |b| ��{� a = qb + r |���� ���{ �(a, b) = a ��{ �b = 0 �{ �0 ≤ b < a
}���� ���� �� ���|�� �����}�{| |�� ��| �(a, b) = (b, r) |���� �� {|� |��| ������

�r = a− qb ��{��� ������ r ���{�� �{
���{��� si, ti ���~��� �{ i ���� |��| ������ ��{ |����� �~����{ �����}�{|
|��|� ���� ���{��� ������ d �{ ���|� ��|� �����|� �ri = sia + tib ������� �� ri

�� ���|�� �����}�{| �~��
r = sa+ tb

����� ��|� �{|� |��� s, t ���~��� ���� �� ��~� ���� �r = sa + tb ������ |��|�
��{����| ����� ��� �r = qr+ r ������ |���� �~��� |���� ����{�� �� ��~����{

�|��� ����

r = r − qr = (sa+ tb)− q (sa+ tb) = (s − qs) a+ (t − qt) b

���

s = s − qs t = t − qt

����� �r0 = a, r1 = b �|� |��| ����� �����}�{�

r0 = a = s0a+ t0b r1 = b = s1a+ t1b

�s0 = 1, t0 = 0, s1 = 0, t1 = 1 ����
������� �� ����� ����� ����{�� ���£����| �|�����{ ����� }���

R /27 t;+/U�- #V,
k ]]]
j 1ti2M/2/ 1m+HB/2�M �H;Q`Bi?K
9
8 _2im`Mb U/- b- iV r?2`2 </< Bb i?2 ;`2�i2bi +QKKQM
e /BpBbQ` Q7 i?2 BMi2;2`b <�< �M/ <#<- r?2`2 i?2
d MmK#2`b <b< �M/ <i< �`2 bm+? i?�i </ 4 b�Yi#<X
3 ]]]
N T`2pn`- ` 4 �- #

Ry T`2pnb- b 4 R- y
RR T`2pni- i 4 y- R
Rk r?BH2 `,
Rj [ 4 T`2pn` ff `
R9 T`2pnb- b 4 b- T`2pnb @ [ b
R8 T`2pni- i 4 i- T`2pni @ [ i
Re T`2pn`- ` 4 `- T`2pn` @ [ `
Rd

�



R3 B7 T`2pn` I y,
RN `2im`M U@T`2pn`- @T`2pnb- @T`2pniV
ky 2Hb2,
kR `2im`M UT`2pn`- T`2pnb- T`2pniV

����| ����� ����� �~��� ����| �}� �9 ����| ��������� ~����� �~��� 2−8 �����
�}{| ������ ������� ���| ����� ��|��� �����r�| �|� 
 {�� ������ ��£����|� ����|��

��{�� �}{| ����� ���� ��|���� ����|�� ����| ����
������� ��� �� ����� ���� �{ ������� ������ ������| ����� ����� 13 ����|

����}�� ������ �� ��|� ����� ����|
�����}�{� �0 ≤ r ����| {�� �0 ≤ |r| �� �� ����|� 12 ����| ������� �{����
�{ ����� �{���| ����{�� ������{� �a < b ���|��� ����| �� i� l� |ri| ��� ���� ��~�

�
����� �� ����� ���{� �����| ����� �~� ~�� ���� �~��
������ {� {�� �|���� ����� �� �{~��� 18 ����| ���~|�

���£����| ���|� �|������ �����

R /27 `t;+/U�-#V,
k ]_2+m`bBp2 p2`bBQM Q7 t;+/X]
j B7 # 44 y,
9 B7 � I y,
8 `2im`M U@�- @R- yV
e 2Hb2,
d `2im`M U�- R- yV
3 2Hb2,
N [- ` 4 /BpKQ/U�- #V

Ry /- b- i 4 `t;+/U#- `V
RR `2im`M U/- i- b @ [ iV

��� q, r ������ ��� ������� ����~��� ������� {�� 9 ����| /BpKQ/ ��������
���� �d = sb+ tr �|�� 10 ����| �a = qb+ r ������� �� a/b �����| ���{��� ����

�|�� ��{� ������� 11 ����|

d = sb+ tr = sb+ t(a− qb) = ta+ (s− qt)b

�� ��{�| ���|��� ��|����� ������{ ��{���

t;+/(5782, 2022) = (2,−178, 509)

t;+/(654321, 123456) = (3, 8819,−46741)

t;+/(314159,−161803) = (1, 53352, 103589)

������|

�


