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 . 100יעוגל ל  100כל ציון מעל  נק', ענו על כל השאלות. 20משקל כל שאלה חומר עזר: מחשבון פשוט בלבד. 

 משך המבחן: שלוש שעות. 

 חשבו את הגבולות הבאים:  .1
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 )אפשר לעשות לופיטל על מנת להיות בטוחים(.  כאשר המעבר האחרון לפי סדרי גודל 
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2.  

חשבו את   . א
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קבעו האם האינטגרל הבא מתכנס  . ב
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ln( )x dx .אם כן חשבו אותו , 

 

3.  

מצאו כמה פתרונות יש למשוואה   . א
3 1x x+  , והוכיחו תשובתכם. =

 נעביר אגף ונבנה פונקציה

ℎ(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥 − 1 

ℎ′(𝑥) = 3𝑥2 + 1 > 0 

 רון יחיד. יש לכל היותר פת לכן  

 כעת נשים לב כי 

ℎ(0) = −1 

ℎ(1) = 1 



 . 0,1כת את הציר בין  ף רציפות היא חותלפי ערך הביניים כיוון שהפונקציה רציפה כצירו

 סה"כ פתרון יחיד 

צאו כמה פתרונות יש למשוואה  מ . ב
3 cos( ) 1x x x+ +  , והוכיחו תשובתכם.  =

 בנה פונקציהאגף וננעביר 

𝑔(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥 + cos(𝑥) − 1 

𝑔′(𝑥) = 3𝑥2 + 1 − sin(𝑥) > 0 

𝑥הסבר: לכל   ≠ 3𝑥2מתקיים כי   0 > 1והרי   0 − sin(𝑥) ≥ 0 

𝑥עבור   = 𝑔′(0)מתקיים כי   0 = 1 > 0 

 אחד. לכל היותר פתרון   )ממש( וישעולה  𝑔לכן הפונקציה  

 שים לב כי נ

𝑔(0) = 0 

 ולכן קיים פתרון, והוא יחיד. 

 

 )אין קשר בין הסעיפים(  .4

𝐷(𝑥)   תהי פונקצית דיריכלה . א = {
1 𝑥 ∈ ℚ

0 אחרת 
 

𝑥פונקציה כלשהי המקיימת לכל    fתהי   ∈ ℝ   כי( ) ( ( ))f x f D x= . 

 פונקציה קבועה.  fהוכיחו כי  

𝑥אם   ∈ ℚ   אזי 

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) 

𝑥אם   ∉ ℚ  אזי 

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 

𝑓(0)נותר רק להוכיח כי   = 𝑓(1) 

𝑓(0) = 𝑓(𝐷(0)) = 𝑓(1) 

 ולכן הפונקציה קבועה. 

f,היינה  ת . ב g  0]גזירות ב, )   (0)כך ש (0)f g=    0]ולכל, )x    מתקיים כי'( ) '( )f x g x . 

,0)ו כי לכל  הוכיח )x    מתקייםf g . 

 נה פונקציהנעביר אגף ונב

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) 

ℎ′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 𝑔′(𝑥) > 0 

 עולה  ℎלכן  

 כמו כן, 



ℎ(0) = 𝑓(0) − 𝑔(0) = 0 

𝑥ולכן לכל   > ℎ(𝑥)מתקיים כי   0 > ℎ(0) =  כפי שרצינו.  0

 

2תהי סדרה המוגדרת על ידי כלל הנסיגה   .5

1 1n na a+ = 1ותנאי ההתחלה   + 0a    

 הוכיחו כי הסדרה מונוטונית עולה.  . א

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛
2 − 𝑎𝑛 + 1 > 0 

𝑥2בולה מרחפת  הרי זו פר − 𝑥 + 1 > 0 

lim  שבו את ח . ב n
n

a
→

. 

𝑎𝑛ל סופי שנסמנו  סומה, כיוון שהיא עולה היא מתכנסת לגבוהסדרה ח  אם → 𝐿 

 נשאיף את שני צידי נוסחת הנסיגה 

lim𝑎𝑛+1 = lim𝑎𝑛
2 + 1 

𝐿 = 𝐿2 + 1 

𝐿2 − 𝐿 + 1 = 0 

 רה. אין פתרונות למשוואה זו, ולכן קיבלנו סתי

𝑎𝑛לכן הסדרה אינה חסומה ומתקיים כי   → ∞ 

 

6.  
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