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 ערהה

:𝑇מרחב מכפלה פנימית, יהי  𝑉יהי  𝑉 → 𝑉  אופרטור לינארי, ויהי𝐵 עבור  בסיס אורתונורמלי𝑉. 

[𝑇]𝐵 = 𝐴 ⇒ [𝑇∗]𝐵 = 𝐴
∗ = 𝐴𝑡̅̅ ̅ 

𝐴תהי  ∈ 𝔽𝑛×𝑛 נגדיר אופרטור .𝑇: 𝔽𝑛 → 𝔽𝑛  ע"י𝑇(𝑥) = 𝐴 ⋅ 𝑥. 

B0 ,𝐵0נבחר בסיס  = {(

1
⋮
⋮
0

) ,⋯ , (

0
⋮
⋮
1

𝐵0[𝑇]. אזי 𝔽𝑛)בסיס סטנדרטי( עבור  {( = 𝐴. 

𝐵0  בסיס אורתונורמלי עבור𝔽𝑛 לכן ,[𝑇∗]𝐵0 = 𝐴
 𝑇, עובדה המאפשרת לתרגם תכונות של ∗

 ללשון של מטריצות.
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 תבניות דו לינאריות וריבועיות

 .𝔽מעל שדה כלשהו  מרחב ווקטורי  𝑉/𝔽יהי 

 גדרהה

:𝜑 -אומרים ש  𝑉 × 𝑉 → 𝔽  אם: תבנית דו לינאריתהיא 

1. 𝜑(𝛼1 ⋅ 𝑣1 + 𝛼2 ⋅ 𝑣2, 𝑤) = 𝛼1 ⋅ 𝜑(𝑣1, 𝑤) + 𝛼2 ⋅ 𝜑(𝑣2, 𝑤). 

2. 𝜑(𝑣, 𝛽1 ⋅ 𝑤1 + 𝛽2 ⋅ 𝑤2) = 𝛽1 ⋅ 𝜑(𝑣, 𝑤1) + 𝛽2 ⋅ 𝜑(𝑣, 𝑤2). 

 דוגמאות

1 .𝔽 = ℝ ,𝜑(𝑣,𝑤) = < 𝑣,𝑤 >. 

2. 𝑉 = 𝑀𝑛(𝔽) ,𝜑(𝐴, 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴 ⋅ 𝐵). 

3. 𝑉 = 𝔽2  (, 2)מרחב שורות מאורך𝜑(𝑣,𝑤) = 𝑑𝑒𝑡 (
𝑣
𝑤
)  . 

,𝜑(𝑣) התבניות סימטריות 1,2בדוגמאות נשים לב כי  𝑤) = 𝜑(𝑤, 𝑣)) התבנית אנטי 3, ובדוגמה 

,𝜑(𝑣) סימטרית 𝑤) = −𝜑(𝑤, 𝑣)). 

 גדרהה

𝐵תבנית דו לינארית. יהי  𝜑תהי  = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛}  עבור בסיס𝑉 . 

 נגדיר:

𝐺𝐵 =

(

 

𝜑(𝑣1, 𝑣1) 𝜑(𝑣1, 𝑣2) ⋯ 𝜑(𝑣1, 𝑣𝑛)

𝜑(𝑣2, 𝑣1) ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋮

𝜑(𝑣𝑛, 𝑣1) ⋯ ⋯ 𝜑(𝑣𝑛, 𝑣𝑛))

  

𝐺  המתאימה ל  מטריצת גראםנקראת- 𝐵. 

 משפט

 , אזי:′𝐵 -ו  𝐵מטריצת המעבר בין הבסיסים  𝑉 ,𝑃בסיס נוסף עבור  ′𝐵אם 

𝐺𝐵′ = 𝑃
𝑡 ⋅ 𝐺𝐵 ⋅ 𝑃 

 תרגיל

 הוכיחו!
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 גדרהה

 תבנית דו לינארית. 𝜑תהי 

𝐾𝑒𝑟(𝜑)נגדיר  = {𝑦 ∈ 𝑉 | ∀𝑥 ∈ 𝑉: 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0} .𝐾𝑒𝑟(𝜑)  נקרא הגרעין של𝜑. 

𝐾𝑒𝑟(𝜑)אם  =  .נתותבנית לא מנו 𝜑 -, אומרים ש {0}

 ערהה

𝐵אם  = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛}  בסיס עבור𝑉:אזי , 

 (∗) 𝐾𝑒𝑟(𝜑) = {𝑦 ∈ 𝑉 | ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∶ 𝜑(𝑣𝑖, 𝑦) = 0}  

 דוגמאות

1 .𝐾𝑒𝑟(𝜑) = 𝑉⊥ = {0}. 

 !תרגיל. 2,3

 ערהה

 .𝐺𝐵נעלמים( עם המטריצה  𝑛) 𝑦)*( זו מערכת משוואות הומוגניות יחסית לרכיבים של 

 לכן: 

𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝜑)) = 𝑛 − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐺𝐵) 

 הוכחה

𝑦 = 𝛽1 ⋅ 𝑣1 +⋯+ 𝛽𝑛 ⋅ 𝑣𝑛 

⇓ 

𝒊 = 𝟏 

𝜑(𝑣1, 𝛽1 ⋅ 𝑣1 +⋯+ 𝛽𝑛 ⋅ 𝑣𝑛) = 0 

𝛽1 ⋅ 𝜑(𝑣1, 𝑣1)⏞      
𝑔11

+⋯+ 𝛽𝑛 ⋅ 𝜑(𝑣1, 𝑣𝑛)⏞      
𝑔1𝑛

= 0 

⋮ 

𝒊 = 𝒏 

𝜑(𝑣𝑛, 𝛽1 ⋅ 𝑣1 +⋯+ 𝛽𝑛 ⋅ 𝑣𝑛) = 0 
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𝛽1 ⋅ 𝜑(𝑣𝑛, 𝑣1)⏞      
𝑔𝑛1

+⋯+ 𝛽𝑛 ⋅ 𝜑(𝑣𝑛, 𝑣𝑛)⏞      
𝑔𝑛𝑛

= 0 

∎ 

 ערהה

′𝐺𝐵בסיס נוסף, אזי עפ"י הערה קודמת  ′𝐵אם  = 𝑃
𝑡 ⋅ 𝐺𝐵 ⋅ 𝑃 לכן ,𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐺𝐵′) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐺𝐵) .

 אינו תלוי בבחירת בסיס. 𝑑𝑖𝑚(𝐾𝑒𝑟(𝜑))מכאן, 

𝒓𝒂𝒏𝒌(𝝋)לכן, נגדיר:  = 𝒓𝒂𝒏𝒌(𝑮). 

 דוגמאות

𝜑: 𝔽2 × 𝔽2 → 𝔽 

𝜑(𝑣, 𝑤) = 𝑑𝑒𝑡 (
𝑣
𝑤
) 

𝐵 = {(0 1), (1 0)} 

𝐺𝐵 = (
0 −1
1 0

) 

 גדרהה

𝑣,𝑤לכל  אםסימטרית  𝜑  -אומרים ש  ∈ 𝑉: 𝜑(𝑣,𝑤) = 𝜑(𝑤, 𝑣). 

𝑣,𝑤אם לכל אנטי סימטרית  𝜑  -אומרים ש  ∈ 𝑉 :𝜑(𝑣,𝑤) = −𝜑(𝑤, 𝑣). 

 גדרהה

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝔽) -נניח ש  ≠ 1, ז"א, 2 + 1 ≠  .סימטריתתבנית דו לינארית  𝜑, ותהי 0

:𝑞נגדיר  𝑉 → 𝔽  :ע"י הנוסחה הבאה𝑞(𝑣) = 𝜑(𝑣, 𝑣). 

 .𝜑 –המתאימה ל תבנית ריבועית  𝑞 –קוראים ל 

 ערהה

 , נקבל: 𝐵אם נשתמש בקואורדינטות יחסית לבסיס 

[𝑣]𝐵 = (

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
) 

⇓ 
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𝑞(𝑣) =∑∑𝑔𝑖𝑗 ⋅ 𝑥𝑖 ⋅ 𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

 וכחהה

𝑞(𝑣) = 𝜑(𝑣, 𝑣) 

𝑞(𝑣) = 𝜑(𝑥1 ⋅ 𝑣1 +⋯+ 𝑥𝑛 ⋅ 𝑣𝑛, 𝑥1 ⋅ 𝑣1 +⋯+ 𝑥𝑛 ⋅ 𝑣𝑛) =∑∑𝜑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)
⏞    

𝑔𝑖𝑗

⋅ 𝑥𝑖 ⋅ 𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

∎ 

 זהות פולארית

 :𝜑, ניתן לשחזר 𝑞אם נתון 

𝜑(𝑣,𝑤) =
1

2
⋅ (𝑞(𝑣 + 𝑤) − 𝑞(𝑣) − 𝑞(𝑤)) 

 וכחהה

𝑞(𝑣 + 𝑤) − 𝑞(𝑣) − 𝑞(𝑤) = 𝜑(𝑣 + 𝑤, 𝑣 + 𝑤) − 𝜑(𝑣, 𝑣) − 𝜑(𝑤, 𝑤) 

𝑞(𝑣 + 𝑤) − 𝑞(𝑣) − 𝑞(𝑤) = 𝜑(𝑣, 𝑣) + 𝜑(𝑣,𝑤) + 𝜑(𝑤, 𝑣)⏞    
=𝜑(𝑣,𝑤)

+ 𝜑(𝑤,𝑤) − 𝜑(𝑣, 𝑣) − 𝜑(𝑤,𝑤) 

𝑞(𝑣 + 𝑤) − 𝑞(𝑣) − 𝑞(𝑤) = 2 ⋅ 𝜑(𝑣,𝑤) 

⇓ 

𝜑(𝑣,𝑤) =
1

2
⋅ (𝑞(𝑣 + 𝑤) − 𝑞(𝑣) − 𝑞(𝑤)) 

∎ 

 גדרהה

 .סימטרית או אנטי סימטריתתבנית דו לינארית  𝜑תהי 

𝑥 -אומרים ש  ⊥ 𝑦  אם𝜑(𝑥, 𝑦) = 0. 

 תרגיל

,𝜑(𝑥, אזי: אנטי סימטרית 𝜑הוכיחו שאם  𝑥) = 0. 
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 גדרהה

𝑈יהי  ⊆ 𝑉 .תת מרחב ווקטורי 

⊥𝑈נגדיר  = {𝑦 ∈ 𝑉 | ∀𝑥 ∈ 𝑈 ∶  𝜑(𝑥, 𝑦) = 0}. 

 ערהה

𝑈⊥ = 𝐾𝑒𝑟(𝜑) 

 .⊥𝑈 -ו  𝐾𝑒𝑟(𝜑)ניתן לקבל עפ"י ההגדרה של 

 משפט

𝐾𝑒𝑟(𝜑)נניח  =  . אזי:{0}

1. 𝑑𝑖𝑚(𝑈⊥) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉) − 𝑑𝑖𝑚(𝑈). 

2. (𝑈⊥)⊥ = 𝑈. 

 הוכחה

𝐵נבחר בסיס . 1 = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑘}  עבור𝑈. 

𝑈⊥ = {𝑦 ∈ 𝑉 | ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ∶  𝜑(𝑣𝑖 , 𝑦) = 0}  

 .𝐵ביחס לבסיס  𝑦נעלמים, שהם הרכיבים של  𝑛 –משוואות ב  𝑘זוהי מערכת של 

𝑘 ( בדוק! השתמש בהנחה  תרגיל:המשוואות הן בלתי תלויות לינארית𝐾𝑒𝑟(𝜑) = {0}.) 

𝑑𝑖𝑚(𝑈⊥)לכן:  = 𝑛 − 𝑘. 

2. 𝑑𝑖𝑚((𝑈⊥)⊥) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉) − 𝑑𝑖𝑚(𝑈⊥) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉) − (𝑑𝑖𝑚(𝑉) − 𝑑𝑖𝑚(𝑈)) = 𝑑𝑖𝑚(𝑈) 

𝑈: נותר להוכיח ⊆ (𝑈⊥)⊥. 

𝑥יהי  ∈ 𝑈 :נוכיח ,𝑥 ∈ (𝑈⊥)⊥. 

𝑥 ∈ (𝑈⊥)⊥⇔ ∀z ∈ U⊥ ∶  𝜑(𝑧, 𝑥) = 0 

 וזה נכון, לפי ההגדרה.

∎ 

 משפט )פירוק ניצב(

𝐾𝑒𝑟(𝜑|𝑈) אם: = 𝑉: . אז{0} = 𝑈⨁𝑈⊥. 
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𝑉 :להפך, אם = 𝑈⨁𝑈⊥אז , :𝐾𝑒𝑟(𝜑|𝑈) = {0}. 

 הוכחה

𝑑𝑖𝑚(𝑈⊥)באופן כללי:  ≥ 𝑛 − 𝑘  תכונה של מרחב הפתרונות של מערכת הומוגנית בת(𝑘 

 נעלמים(.  𝑛 -משוואות ב 

𝑈בנוסף:  ∩ 𝑈⊥ = 𝐾𝑒𝑟(𝜑|𝑈) ( :תרגיל)!בדוק 

𝑽אם:  = 𝑼⨁𝑼⊥אז , :𝑈 ∩ 𝑈⊥ = 𝑲𝒆𝒓(𝝋|𝑼), לכן: {0} = {𝟎}. 

𝑲𝒆𝒓(𝝋|𝑼) :אם = 𝑈אזי:  ,{𝟎} ∩ 𝑈⊥ =  עפ"י משפט הממדים: .{0}

𝑑𝑖𝑚(𝑈 + 𝑈⊥) = 𝑑𝑖𝑚(𝑈) + 𝑑𝑖𝑚(𝑈⊥) − 𝑑𝑖𝑚(𝑈 ∩ 𝑈⊥) = 𝑘 + (𝑛 − 𝑘) − 0 = 𝑛 

𝑑𝑖𝑚(𝑈 + 𝑈⊥) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉) 

𝑉לכן: = 𝑈 + 𝑈⊥ ומפני ש ,- 𝑈 ∩ 𝑈⊥ = 𝑽: , אז{0} = 𝑼⨁𝑼⊥. 

∎ 


