
 הוכחות למשפטים לקראת המבחן בבדידה

 ב"סמסטר קיץ תשע

 דביר חדד

            : מתקיים Aעבור קבוצה סופית : ל"צ (1

 

 .באינדוקציה: הוכחה

                . A=Øנבדוק את נכונות הטענה עבור 

          אז       אם . n=kנניח את נכונות הטענה עבור 

 :א "ז, הגדלת הקבוצה עם איבר אחד יותר. n=k+1ת הטענה עבור נוכיח את נכונו

            מכאן שגודל הקבוצה החדשה .    כאשר       =  

האיברים .   נמצא בקבוצת החזקה של  Aא כל איבר בקבוצה החזקה של "ז            

בעצם לוקחים כל תת . בתוכם bוללים את הם אלו הכ   היחידים שנמצאים בקבוצה החזקה של 

,   ל. Aתתי קבוצות ל   ישנם . bומוסיפים אליה את האיבר  p(A)שכבר נמצאת ב, Aקבוצה של 

 :לכן . Aוגם את אלו של , bיש את אלו שבנינו בעזרת ה

 .ל.ש.מ.                        

 

 .Aחלוקה של             אזי,  Aיחס שקילות על  Rאם : ל"צ (2

צריך להראות שהחיתוך של כל שני איברים בה  Aכדי להראות שהקבוצה היא חלוקה של : הוכחה

נניח בשלילה : נתחיל עם התנאי הראשון .עצמה Aוגם שהאיחוד הכללי נותן את , הוא הקבוצה הריקה

 :ך שמתקייםכ xמכאן שקיים .           כאשר             ש

 Rמאחר ו.                פ הגדרת מחלקת השקילות "ע.                

מכאן ש         יהי .         נקבל ש, טרנזיטיבי Rובגלל ש.        , סימטרי

.       פ הגדרת מחלקת השקילות "וע,        טרנזיטיבי נקבל ש Rובגלל ש        

 .נקבל שיווין בסתירה להנחה. ובאופן דומה ניתן להראות הכלה בכיוון השני.          והראנו ש

. י הכלה דו כיוונית"נראה זאת ע.           . כולו Aנותר להראות כי האיחוד הכללי הוא 

  כאן שמ.       פ הגדרת מחלקת השקילות "וע,        מכאן ש    יהי :  

לכן קיימת ,             יהי :  .            ;והראנו הכלה בכיוון אחד.         

פ הגדרת "וע.          ולכן             לכן ,       כך ש      קבוצה 

כיוונית מכאן מתקבל השוויון  והראנו הכלה דו.            מכאן ש.    המכפלה הקרטזית 

          . 

 הוכחנו וניתן להסיק כי , Aבדקנו אם משפחת הקבוצות מקיימת את התנאים להוות חלוקה ל, לסיכום

 .ל.ש.מ. Aחלוקה של            



 י החלוקה הוא יחס שקילות"היחס המושרה ע: ל"צ (3

 

והוא מוגדר להיות , Rי החלוקה ב"ן את היחס המושרה ענסמ. Aחלוקה של          תהי : הוכחה

סימטריות , טרנזיטיביות: נבדוק את שלושת התנאים של יחס שקילות.              

. Aחלוקה של          כי      כך ש     קיים     לכל : רפלקסיביות. ורפלקסיביות

יהי : סימטריות.        פ הגדרת היחס המושרה "וע                   לכן 

 .       ולכן             כך ש    מכאן שקיים ,        

פ הגדרת היחס המושרה "וע,                  ולכן             מכאן נובע כי 

אבל ידוע כי .        צריך להוכיח כי .                 : טרנזיטיביות.        

והחיתוך בין שני איברים שלה הוא , ובגלל שמדובר בחלוקה            כך ש    קיים 

ולכן , טרנזיטיביולכן הוא    הוא היחס המלא על       .            נקבל שגם , ריק

פ הגדרת היחס "וע                  פ הגדרת האיחוד הכללי "וע            

 .ל.ש.מ. וזה בדיוק הדרוש        י חלוקה נקבל כי "המושרה ע

 

 .בקבוצה סדורה חלקית אם קיים איבר קטן ביותר הוא יחיד( א): ל"צ (4

 .בר הוא מינימאלי אם ורק אם הוא קטן ביותרביחס סדר מלא אי (ב)

 

 : הוכחה

לכן , נניח בשלילה כי אין הוא יחיד. Aאיבר קטן ביותר ב aנניח ש .קבוצה סדורה חלקית Aתהי ( א)

מתקיים      לכל, פ הגדרת האיבר הקטן ביותר"ע. איבר קטן ביותר bכך שגם    bקיים 

    ולכן , bאותו דבר נכון עבור .    לכן , bבפרט זה נכון עבור .    

  ולכן , היחס סדר הוא חלקי ומקיים אנטיסימטריות, אבל בגלל שמדובר בקבוצה סדורה חלקית

 .וקיבלנו בהכרח שאם יש איבר קטן ביותר הוא יחיד,  

  bכך ש     א שלא קיים "ז. Aאיבר מינימאלי ב aיהי :  . Aיחס סדר מלא על  Rיהי ( ב)

בהכרח מתקיים כי לכל , ומאחר ויחס סדר מלא הוא בפרט יחס משווה, וע כי היחס הוא מלאיד.  

 . וזוהי בדיוק הגדרת האיבר הקטן ביותר.    מתקיים     

.    מתקיים     פ הגדרת האיבר הקטן ביותר לכל "ע. Aאיבר קטן ביותר ב aיהי :   

זה יסתור ,    י לא יכול להיות איבר שמקיים מתקבל כ, מאחר והיחס הוא ומלא ובפרט משווה

 .ל.ש.מ. גם האיבר המינימאליהוא , aומאחר ולא קיים איבר קטן מ, את הגדרת האיבר הקטן ביותר

 

 .ע"חח f◦gע אז "פונקציות חח f,gאם ( א: )ל"צ (5

 .על f◦gאז , פונקציות על f,gאם  (ב)

 

 : הוכחה

שונים כך ש  a,bא שקיימים "ז. ע"לא חח f  gה כי  נניח בשליל. ע"פונקציות חח f,gיהיו ( א)

f   (a)= f °g(b) .f(g(a))=f(g(b)) , ידוע כיg לכן , ע"חחg(a)      ,ומאחר וf אם , ע"חח

 .ע"חח fמאחר ו      f(d)נקבל כי  g(b)=dואת  g(a)=cנסמן את 



 .ע"חח     fמכאן ש . בסתירה להנחה, f(g(a))          ,f    (a)  f    (b)א "ז 

 Cידוע שלכל איבר ב.       כך  fואת       כ gנגדיר את . פונקציות על f,gיהיו  (ב)

ומכאן שהפונקציה . על gכי  Aקיים מקור ב Bוגם כן ידוע שלכן איבר ב. על fמאחר ו Bקיים מקור ב

 .ל.ש.מ(. Aאיבר שנשלח אליה מ)קיים מקור ( Cאיבר ב)על כי לכל תמונה 

 

 קבוצה חלקית לבת מניה היא בת מניה: ל"צ (6

 

 Bנניח ו. פ הגדרת קבוצה בת מניה"ברור שהיא בת מניה ע, אם הקבוצה החלקית היא סופית: הוכחה

ואז נקבל , ע ועל"חח f:B ℕנראה כי קיימת פונקציה . והיא אינסופית ℕתת קבוצה של 

 :כך fציה נגדיר את הפונק. בת מניה Bשהעוצמות שלהם שוות ולכן גם 

נניח : ע"נתחיל עם החח. ע ועל"נותר להראות כי זוהי פונקציה חח                  

                        א "ז          כך ש      ש

ונקבל כי ,              ולכן .    ובלי הגבלת הכלליות כי    aנניח בשלילה כי 

 .ע"הוכחנו חח. a=bמכאן שבהכרח . סתירה להנחהב, הקבוצות שונות

א יש לה איבר ראשון "ז. אינסופית ולכן שונה היא מקבוצה ריקה Bידוע כי . באינדוקציה: נוכיח על

, nנניח כי הטענה נכונה עבור . כי רק הוא עצמו נמצא בקבוצה        כך ש    שנסמנו ב

קבוצת האיברים  bנניח ש, זוהי קבוצה סופית, f(a)=nנניח כי . n+1ונראה שהיא נכונה עבור 

 .וכן הלאה,        )f. כאיבר הקטן ביותר שם   ונסמן את , aשגדולים מ

 ל.ש.מ .ולכן כל תת קבוצה של קבוצה בת מניה היא בת מניה, ע ועל"חח fמכאן ש

 

 אינו בן מניה [0,1)אינו בן מניה או הקטע או הקטע החצי פתוח  (0,1)הקטע הפתוח :  ל"צ (7

הם המספרים העשרוניים כך שלא  Aכך שכל מספר ב (0,1)בתור תת קבוצה של  Aנראה כי : הוכחה

אחרת , כך כדי שלכל מספר תהיה הצגה יחידה Aבחרנו את ).אחרי הנקודה העשרונית 9או  0מופיע 

ולפי משפט קודם  ,נראה כי היא איננה בת מניה (0.29999999ו 0.3000קיים שיוויון בין המספרים 

 Aאם . שהוכחנו תת קבוצה של קבוצה אינסופית היא בת מניה אם הקבוצה המקורית היא בת מניה

ℕ  תהי . גם כן איננו בן מניה (0,1)בהכרח ש, איננה בת מניה לא יכולה להיות  fנראה כי    

 ,                   . על

    : כך   נסמן את האיבר ...                     
       
       

ונראה כי לא קיים   

           למספר 
מכיוון .                 כך  n ℕנניח בשלילה שקיים . מקור  

הקטע הפתוח מכאן ש. נקבל סתירה       יש הצגה עשרונית יחידה ומכיוון ש Aשלכל איבר ב

תמיד  Bאו  Aולכן המשפט  Aהוכחנו את , Bאו   Aבגלל שמדובר במשפט מסוג . אינו בן מניה (0,1)

 .ל.ש.מ .Bלא משנה מה קורה ב, יהיה אמת

 

 .קבוצה בת מניה ℕ     בת מניה אז  ℕ     אם לכל : ל"צ (8



 אינסופית קיימת פונקציה   א שאם "ז, ת מניהב ℕ     נתון כי לכל : הוכחה

    ℕ עבור הקבוצה .                 קבוצה סופית נקבל כי    ואם ע ועל "חח    

ℕ    הסופית נגדיר            
          
                

נגדיר כעת פונקציה . עלזוהי פונקציה   

  ℕ  ℕ       ℕ י "ע            
וזוהי פונקציה על כי לכל תמונה קיים ,     

ℕ      לכן (. טעון הוכחה קצרה)מקור     ℕ  ℕ  ,מהאלכסון של קנטור כי   וידוע

 ℕ  ℕ     , ולכן הקבוצה     ℕ  .ל.ש.מ. בת מניה  

 

 .           משפט קנטור : ל"צ (9

פונקציה  fתהי . ולכן העוצמות שלהם שונות p(A)ל Aנוכיח כי לא קיימת פונקציה על מ: הוכחה

   או ש, קיימות שתי אופציות.       מתקיים     נקבל כי לכל ,         

, p(A)הוא איבר ב B.               כך ש  Bנגדיר קבוצה .        או ש    

.       ש  Bנקבל לפי הגדרת     אם . f(b)=Bכך ש     נניח בשלילה שקיים לו מקור 

ולכן הוא        נקבל ש    אם . Bלא יכול להיות גם שייך וגם לא שייך ל bוזוהי סתירה כי 

 .ל.ש.מ. לכן העוצמות שונות, קיבלנו פונקציה שאינה על. בסתירה,  Bשייך ל

 

 .    מתקיים ש         עוצמות כך ש a,bאם , א"ז. משפט קנטור ברנשטיין:  ל"צ (10

 

 (           נסמן ) .מוגדרת היטב Bל Aהגדרת העוצמה של קבוצת הפונקציות מ: ל"צ (11

בוצות אם מדובר בק.           אז                 א צריך להוכיח שאם "ז: הוכחה

 . פונקציות           כ  "לכן קיימות בסה, nמגודל  Bו mמגודל  Aאזי , סופיות

 .         :fע ועל "ל שקיימת פונקציה חח"צ, בקבוצות אינסופיות

נגדיר . ע ועל"חח            לכן קיימות פונקציות ,                ידוע כי 

ונראה  f(a)=f(b)כך ש a,bניקח : ע"חח. ע ועל"חח fנוכיח כי .             כך ש fאת 

                 לכן  a=b .f(a)=f(b)שבהכרח 

ע ועל קיימת לה "חח hובגלל ש         לכן                     לכן 

יהי : ראה כי הפונקציה עלכעת נ. ע"הראנו חח. a=bומכאן ש                 , הפיכה

 fפ הגדרת "ע             נראה כי . ל שקיים לה מקור"צ,      א "ז     

. נקבל את הדרוש, ומאחר והרכבת פונקציות אסוציאטיבית,                : נקבל כי

 . ל.ש.מ

 

        : ל"צ (12
   

       נראה קודם כי :הוכחה
ℕℕ  . ע"י מציאת שתי פונקציות חח"ע          ℕ  ואת

ℕ       הפונקציה   ℕℕ . אתg הרי זוהי , ע"ברור שזוהי פונקציה חח.       י "נגדיר ע

ℕ     וזה חוקי כי . פונקצית היחידה  ℕℕ . נגדיר אתf ע"באופן הבא כדי שגם היא תהיה חח .



  ℕℕ , כאשר            היא הסדרה    ℕ לכל  ℕ .ל נגדיר סדרה "עבור הסדרה הנ

              : חדשה
    

                 
    

                 
    

    נניח . ע"נראה כי זוהי פונקציה חח.    

ℕℕ  שנסמנה ב א קיימת תת קבוצה של הטבעיים"ז    כך שI  ששונה מקבוצה ריקה כך שלכל

. jונסמנו ב, קיים לה איבר קטן ביותר, תת קבוצה של הטבעיים Iבגלל ש.      מתקיים    

      במקום ה.      נניח בלי הגבלת הכלליות ש 
 
. bבסדרה  1ול aשווה לאפס בסדרה     

      פי משפט קנטור ברנשטיין נקבל שועל , ע"הראנו כי הפונקציה חח
  . 

 

        ע "נראה כי קיימת פונקציה חח.          ידוע כי .      נותר להראות כי 

   
ℕ  ונגדיר אתf  א ש"ז( 9ללא המספרים עם זנב אינסופי שכולו )        כך שאם  

ℕ  כאשר  f(a)=gנגדיר את הפונקציה .       ים מתקי iכאשר לכל             

כך ש  iא קיים "ז   aכך ש        a,bיהי . ע"חח fנותר להוכיח ש,    =g(i)י "מוגדרת ע    

          f(a)  היא פונקציה שעבורה      ו        היא פונקציה שעבורה

 .      f(a),             ש מכיוון        

 

 

 

 

 

נסיק את הזהות . וברור שהיא על, כי ניתן לבנות את פונקציית היחידה בינהם  א    א ידוע כי 

         : הבאה
 :ולפי קנטור ברנשטיין נקבל בדיוק ש              

         
    

 .ל.ש.מ

 

            מתקיים Aלכל קבוצה : ל"צ (13

   שר כא        : ונגדיר              ע ועל "נראה כי קיימת פונקציה חח: הוכחה

לה הנמצאים אולאחד את  Bשולח לאפס את כל המספרים שלא נמצאים ב. היא הפונקציה האופיינית

יהי : ע"חח: ע ועל"נוכיח כי הפונקציה חח.          נקבל כי , Aתת קבוצה של  Bמאחר ו. Bב

a,b  תתי קבוצות שלA , נראה שf(a)=f(b)  גוררa=b .      ,שכל איבר בא "זA 1שנשלח ל 

, aוגם האיברים ב, bהאיברים שנשלחים לאחד הם בדיוק האיברים ב.   י "נשלח גם ע   י "ע

      לכן,         יהי : כעת נראה כי הפונקציה על. a=b, ומאחר ואלו הם אותם איברים

 tי "שנשלחים ע Aיברים מאת כל הא Bנסמן ב. 1או ל 0נשלח או ל Aמכאן שכל איבר ב,     

הוא  Bוש( פ הגדרת הפונקציה האופיינית"ע),   זה בדיוק tא ש"ז,                . 1ל

 .ל.ש.מ. tהמקור של 

 



       אז , עוצמות         אם : ל"צ (14
     

     
   

 : הוכחה

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .ל.ש.מ

 

 


