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 אשוןרהסילו משפט 

 סילו. – 𝑝יש תת חבורה  𝑝 –שסדרה מתחלק ב  חבורה סופיתלכל 

 הוכחה

𝑝𝑡 || |𝐺| 

𝑡כאשר ) 𝑝𝑡להוכיח שיש תת חבורה מסדר צריך  =  .(זה משפט קושי 1

 |𝒑 | |𝒁(𝑮) :ראשוןמקרה 

𝐾קושי  משפטלפי  ≤ 𝑍(𝐺)  מסדר𝑝. 

𝐾 ⊲ 𝐺  ואפשר לעבור ל- 𝐺
𝐾⁄. 

𝑝𝑡−1|| |𝐺 𝐾⁄ | 

𝐺 -יש ל הנחת האינדוקציה לפי 
𝐾⁄  תת חבורה− 𝑝 כלומר יש סילו ,𝐾 ⊆ 𝑃 ≤ 𝐺  כך ש- 𝑃

𝐾⁄ 

𝑃| רכלומסילו,  𝑝 −היא תת חבורה  𝐾⁄ | = 𝑝𝑡−1  לכן|𝑃| = 𝑝𝑡. 

𝒑 :שנימקרה  ∤ |𝒁(𝑮)| 

 :את שוויון המחלקות נפעיל

|𝐺| = |𝑍(𝐺)| + ∑ [𝐺: 𝐶𝐺(𝑥)]

𝑥∉𝑍(𝐺)

אחד מכל

מחלקה

   

𝑝עם  𝑥קיים בהכרח  ∤ [𝐺: 𝐶𝐺(𝑥)], ז וא𝑝𝑡 || |𝐶𝐺(𝑥)|.  יש ב  נדוקציההאי הנחתלפי- 𝐶𝐺(𝑥) 

 .𝑝𝑡תת חבורה מסדר 

□ 

 טענה

𝑃נניח  ⊲ 𝐺  תת חבורה–  𝑝 סילו ,𝑄 ≤ 𝐺  תת חבורה– 𝑝. ז א𝑄 ⊆ 𝑃. 
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 הוכחה

|𝑃𝑄| =
|𝑃| ⋅ |𝑄|

|𝑃 ∩ 𝑄|
 

𝑃𝑄 -ש  בגלל ≤ 𝐺. 

𝑝חבורת  𝑃𝑄 רמכלו 𝑝חבורת  𝑃 בל,א .−  :ולכן מקסימלית −

𝑃𝑄 = 𝑃 ⟹ 𝑄 ⊆ 𝑃 

 מסקנה

–חבורה תת   𝑝 .סילו נורמלית היא יחידה 

 מסקנה

𝑃הכללי, במקרה  ≤ 𝐺  תת חבורה–  𝑝  סילו, כל תת חבורה𝑝  .𝑝 -מוכלת ב  𝑁𝐺(𝑃)של  −

 סילו השנישפט מ

–תת חבורה כל   𝑝  סילו של𝐺 .צמודות זו לזו 

 הוכחה

 :בקבוצהנתבונן 

Ω = {
תת חבורות

𝐺 סילו של − 𝑝
} 

- 𝐺  פועלת עלΩ .על ידי הצמדה 

𝑝נבחר  - ∈ Ω .𝑝  פועלת בהצמדה עלΩ.  של כל מסלול מחלק את הגודל|𝑝|  ולכן הוא

𝑄 -ש ניח נ .(1יכול להיות ) 𝑝חזקה של  ∈ Ω ז א .מהווה נקודת שבת𝑃 ⊆ 𝑁𝐺(𝑄)  אבל

𝑄 ⊲ 𝑁𝐺(𝑄)  ולכן𝑃 = 𝑄. בפעולת  ומר,כל𝑝  עלΩ  יש נקודת שבת אחת ויחידה( 𝑝 ) 

 .𝑝חזקות של ומסלולים בגודל 

 :לכן

|Ω| ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

Ω0אם . 𝐺תחת פעולת  𝑝את המסלול של  Ω0 -ב נסמן  - = Ω.שיש ניח נ , סיימנוQ ∉ Ω0. 

 שהוכחנו קודם,כפי  -

|Ω0| ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

 .Ω0על  𝑝 פעולתלפי 

|Ω0|, בלי נקודת שבת ואז Ω0פועלת על  𝑄גם  - = 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝). 
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 :גם את משפט סילו השלישיהוכחנו 

 סילו השלישימשפט 

–תת חבורות מספר   𝑝 1שקול ל  סילו  .𝑝מודולו  −

 מסקנה

 .𝐺כלשהי של  𝑝תת חבורת  𝑄תהי 

1 ≡ |Ω| ≡

מספר תת חבורות

סילו המכילות − 𝑝

𝑄 את

 

–מוכלת בתת חבורה 𝑝 לכן כל תת חבורה   𝑝 .סילו 


