
  4פתרון תרגיל 
  1תרגיל 

\נתון ש  \A B B A=ע ועל "א קיימת פונקציה חח" ז: \ \f A B B A→ נגדיר פונקציה 
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  .ע ועל"  חחg  נוכיח ש 

1 יהי –ע "חח 2,a a A∈ 1 כך ש 2( ) ( )g a g a= ,  מכיוון שלכלa A∈ ( )f a A∉ אז או ש  

1 2,a a B∈ 1 או ש 2,a a B∉)  1כי אם 2a B a B∈ ∧ 2 נקבל ∌ 1( )f a a=וזה לא ייתכן .(  

1אם  2,a a B∈ 1 אז 2a a= 1 ואם 2,a a B∉ 1 אז 2( ) ( )f a f a= ומכיוון ש f1ע נקבל " חח 2a a=.  

b יהי -על B∈ אם b A∈ אז ( )f b b= אם b A∉ אז \b B A∈ ומכיוון ש f על קיים \a A B∈ 

)כך ש  )f a b= מכיוון ש a B∉ נקבל ( ) ( )g a f a b= =.  

  
  2תרגיל 

f:ל שקיימת פונקציה "צ N B→2ע ועל נגדיר את הפונקציה להיות " חח( )f n n=.  

1 יהי -ע"חח 2,n n N∈ 1 כך ש 2( ) ( )f n f n=2א " ז 2
1 2n n=.  

( )( )2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 20 0n n n n n n n n n n n n= ↔ − = ↔ − + = ↔ = ∨ =  מכיוון ש −

1 2,n n N∈ 1 לא ייתכן ש 2n n= 1 ולכן − 2n n=.  

b יהי -על B∈א קיים " זn N∈ 2 כך שb n= ולכן עבור n N∈ זה ( )f n b=.    

  
  3תרגיל 

  לא נכון דוגמא נגדית

}נניח ש  } { }1 , 1B A= A נקבל ש = B= אבל לא קיימת פונקציה f מ A ל Bשאינה על .  

  
  4תרגיל 

f:ע "נבנה פונקציה חח A Q→ .  לכלa b R≠   יש אינסוף מספרים רציונלים ולכן לכל קטע ∋

( ),a bי  קיים מספר רציונאל q כך ש ( ),q a b∈ . נגדיר את הפונקציהf להיות ( , )f a b q=.  

) יהיו -ע" חחfנוכיח ש  ) ( )1 1 1 2, , ,a b a b A∈ 1 כך ש 1 2 2( , ) ( , )f a b f a b=1א " ז 2q q= באשר 

( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,q a b q a b∈ )א "  ז∋ ) ( )1 1 1 2 2, ,q a b a b∈ ) מהנתון נקבל שאם ∩ ) ( )1 1 2 2, ,a b a b≠  

)אז   ) ( )1 1 2 2, ,a b a b∩ = ) בסתירה לכך ש ∅ ) ( )1 1 1 2 2, ,q a b a b∈ ) ולכן ∩ ) ( )1 1 2 2, ,a b a b=.  

f: בת מניה ואם קיימת פונקציה Qש מההרצאה אנו יודעים  A Q→ע אז " חחA היא סופית או בת 

  .מניה
  

  6תרגיל 
  .א

A קבוצה סופית אם Bנניח בשלילה ש  B= אז גם Aסופית בסתירה לנתון .  
Aאם  B⊂ מכיוון ש B קבוצה סופית קיימים מספר סופי של איברים השייכים ל  B ולא שייכים ל 

A נניח { }1 2, ..., nx x x ולכן { }1 2\ , ..., nA B x x x= קיבלנו שב A מספר סופי של איברים בסתירה 

  .לנתון
  .ב

]ע נקבל ש " חחfמכיוון ש  ]:f A f A→ע ועל ולכן " חח( )A f A= ולכן ב [ ]f A מספר 

]בנוסף . ריםאינסופי של איב ]f A B⊆ ,בקבוצה , על פי סעיף א, ולכןBמספר אינסופי של איברים .  

  .ג



b היא לא ריקה  קיים Bמכיוון שהקבוצה  B∈.  נגדיר פונקציה:g A A B→ aי לכל " ע× A∈ 

( ) ( , )g a a b=.  

1 יהיו :ע" חחgנוכיח ש  2,a a A∈ ונניח ש  ( )1 2( )g a g a=1א " ז 2( , ) ( , )a b a b= על פי הגדרת זוג 

1סדור  2a a=.  

Aמהסעיף הקודם נקבל שב  B×מספר אינסופי של איברים  .  
  .ד

f: נגדיר פונקציה C ב A ל B מ נסמן את קבוצת כל הפונקציות A C→י לכל " עa A∈ 

( )f a g= באשר לכל b B∈  ( )g b a= נוכיח ש f1יהיו . ע" חח 2,a a A∈ באשר  

( ) ( )1 2f a f a=1א הפונקציה " זg המקיימת לכל b B∈  1 1( )g b a= 2 שווה לפונקציהg המקיימת 

bלכל  B∈  2 2( )g b a= 1 כעת 2g g= אם ורק אם לכל b B∈  ( ) ( )1 2g b g b=1א " ז 2a a=.   

  . היא אינסופיתCומסעיף ב נקבל שהקבוצה 
  

  7תרגיל 
  .עולות של מספרים טבעיים היא עוצמת הרצףעוצמת כל הסדרות ה

NNמההרצאה  R=.  

}א "ז.  את קבוצת הסדרות העולותAנסמן ב  }1 2 1 2, ,... ....a A a a a a a∈ ↔ = < <.  

: נגדיר פונקציה  Nf A N→י לכל "  עa A∈  ( )f a g= באשר ( ) ng n a=.  

fיהיו -ע" חח ,a b A∈ כך ש ( ) ( )f a f b=א לכל " זn N∈ ( ) ( )n a b na g n g n b= =  ולכן =

a b=א " זNA N≤.  

:נגדיר פונקציה  Nf N A→י לכל " עNg N∈א " ז( ) ng n a= ( )f g a= באשר 

{ }1 1 2 1 2 3, 1, 2,...a a a a a a a= + + + + + .  

f1 יהיו -ע" חח 2, Ng g N∈ כך ש ( ) ( )1 2f g f g= 1 נניח בשלילה ש 2g g≠א קיים " זn N∈  

)שעבורו  ) ( )1 2g n g n≠א האיבר ה " זn- י בסדרה שונה ולכן( ) ( )1 2f g f g≠סתירה .  

NAכ קיבלנו ש "סה N≤ ו NN A≤ ועל פי משפט קנטור ברנשטיין NA N=.  

  
  8תרגיל 

}קבוצת כל הפונקציות מקבוצת המספרים הממשיים לקבוצה : למשל }0,1  

  

  9תרגיל 
 מעוצמה של קבוצת  קטנהA עוצמת Aברנשטיין עבור כל קבוצה -לפי משפט קנטור. א

לכן עבור כל =     |P(A)| אזי A | =k|יודעים כי כאשר . |P(A)|<|A |,החזקה שלה 
  .k>      מתקיים kעוצמה 

  .'די דומה לסעיף א. ב
  

  10תרגיל 
                       .-נוכיח ש.  ב

  :ל "צ                                    ,     יהו 
      

               ל שהתאמה "כלומר צ.מקבוצה לקבותה' גריים זאת אוסף הפונק סו2 כאשר כל 
  .ע ועל"היא חח                           -כך ש 

2k

2k

( )k kµ λ µλ ⋅=
, ,A k B Cλ µ= = ={ : { : }} { : }f C g B A h B C A→ → ≅ × →

f h→
( , ) ( )( )h b c f c b=



                                                                                                                                          :ע"חח
 תחת העתקה h- תעבור ל f                         אזי                       נגדיר תהי  :על
            ).                  צריך לזכור כי            .(      לכן מקבלים .ל"הנ
       . שוב יהו                                                     . נוכיח כי .   א

  .ל כי                                                            "צ
ברור כי                                  לכן פונקציות מתוך                                    הן 

                                                                       פונקציות מצומצמות של הפונקציות מתוך                          ולכן ההתאמה      
  .ע ועל"היא חח                                                             

  
  11תרגיל 

  
 וללא הדבלת כלליות A | =λ|,B|=κ|,C|=µ|- שלושת הקבוצות כך שA,B,Cיהו .  א

            ולכן                            , ואז) A(           של קבוצה- היא תתBאפשר להניח כי 
          .                                 כאשר 

  
                                           היא על לכן  העתקת צימצום C≠Øשימו לב כאשר . ב

.                                                 
  

 ובכלל זה המקרה( B ואילו לכל B≠Ø                                              לכל . ד-ו.     ג
B=Ø       ( אם כן ככל הנוגע                               כלומר                    : מתקיים       

  :         .לחשבון העוצמות       
 

1 2 1 2 1 2, : ( , ) ( , ) ( )( ) ( , ), ,b c h b c h b c f c b f c b b c f f∀ = ⇒ = ∀ ⇒ =
:h B C A× →( )( ) ( )( )f c b h b c=

( )k kλ µ λ µ⋅={ : }
X

f X Y Y→ =
, ,A k B Cλ µ= = = k k kλ µ λ µ+ = ⋅

,B B C C B C⊆ ∪ ⊆ ∪{ } { }: , :g B A h C A→ →
{ }:f B C A→∪

{ }{ : } { : } :f B C A g B A h C A→ → → × →∪

{ : } { : } { : }f B C A g B A h C A→ ≅ → × →∪

B A⊆{ : } { : }f C A g C B→ ⊇ →
C C

A Bµ µλ κ≥ ⇐ ⊇λ κ≥

{ : } { | : }Af A C f B C→ → →

,
A B

C Cλ κλ κ µ µ≥ ≥ ⇐ ⊇

| |0 0 |{ : } | | | 0B f Bκ = = → ∅ = ∅ =
0| | | { : } | | { } | 1B f B= ∅ → = ∅ =0 1κ =

00 1=


