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 דיפרנציאביליות

 תזכורת

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑚 .פונקציה רציפה 

𝐻אזי, לכל קבוצה פתוחה  ⊆ ℝ𝑚, :הקבוצה 

𝑓−1(𝐻) ≔ {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) ∈ 𝐻} 

 .𝐸 -פתוחה ביחס ל 

 נפלה טעות. נביא כאן הוכחה נכונה.  5בהוכחת המשפט בהרצאה 

 הוכחה

𝐺נוכיח כי קיימת קבוצה פתוחה  ⊆ ℝ𝑛 :כך ש 

𝑓−1(𝐻) = 𝐸 ∩ 𝐺 

𝑥יהי  ∈ 𝑓−1(𝐻). 

 :עפ"י הגדרת התמונה ההפוכה

𝑥 ∈ 𝐸 

 וכן:

𝑓(𝑥) ∈ 𝐻 

𝐻  0פתוחה, לכן קיים < 𝑟 :כך ש 

𝐵(𝑓(𝑥), 𝑟) ⊆ 𝐻 

𝑓  0רציפה, לכן קיים < 𝛿 :כך ש 

𝑓(𝐵(𝑥, 𝛿) ∩ 𝐸) ⊆ 𝐵(𝑓(𝑥), 𝑟)
. . .
. ⊆ 𝐻

  

 נסמן:

𝐵𝑥 ≔ 𝐵(𝑥, 𝛿) 
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 לכן:

𝑓(𝐵𝑥 ∩ 𝐸) ⊆ 𝐻 

 :עפ"י הגדרת התמונה ההפוכה

𝐵𝑥 ∩ 𝐸 ⊆ 𝑓−1(𝐻) 

 נגדיר:

𝐺 ≔ ⋃ 𝐵𝑥

𝑥∈𝑓−1(𝐻)
 

 פתוחה ומתקיים: 𝐺 ,𝐺עפ"י הגדרת 

𝐺 ∩ 𝐸 = 𝑓−1(𝐻) 

 .𝐸 -פתוחה ב  𝑓−1(𝐻)לכן, 

∎ 

 הגדרה

𝑄תהי  ⊆ ℝ𝑚. 

𝑥0תהי  ∈ ℝ𝑚. 

 מוגדר על ידי: 𝑄עד  𝑥0 -מ המרחק 

𝑑(𝑥0, 𝑄) ≔ inf
𝑦∈𝑄

 ‖𝑦 − 𝑥0‖ 

 הגדרה

𝐸תהי ⊆ ℝ𝑛  .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

 .𝑓הגרף של  𝑄יהי 

𝑥0תהי  ∈ 𝐸. 

𝓌0בנקודה  𝑄 –ל משיק נקרא  ℝ𝑛+1 -ב  𝐻היפר מישור  ≔ (𝑥0, 𝑓(𝑥0))  אם𝐻  עובר דרך𝓌0 ,

 ומתקיים:
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lim
𝓌→𝓌0,𝓌∈𝐻

𝑑(𝓌, 𝑄)

‖𝓌 − 𝓌0‖
= 0 

 למה

𝐸תהי ⊆ ℝ𝑛  .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

 .𝑓הגרף של  𝑄יהי 

𝑥0תהי  ∈ 𝐸. 

𝓌0בנקודה  𝑄לגרף קיים היפר מישור משיק , אז 𝑥0 -דיפרנציאבילית ב  𝑓אם  ≔ (𝑥0, 𝑓(𝑥0)) ,

 היא: והמשוואה שלו

𝑧 = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 

 הוכחה

 מתקיים:

𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥0 − 𝑥0) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(0) 

𝑓′(𝑥0) :לינארית, לכן 

𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥0 − 𝑥0) = 𝑓(𝑥0) 

 .𝓌0עובר דרך הנקודה   𝐻לכן,

𝓌הי ת ∈ 𝐻. 

𝑥לכן, קיימת נקודה  ∈ 𝐸 :כך ש 

𝓌 = (𝑥, 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)) 

𝑦נגדיר נקודה  ∈ 𝑄 :ע"י 

𝑦 ≔ (𝑥, 𝑓(𝑥)) 

 מתקיים:

‖𝓌 − 𝑦‖ = ‖(𝑥 − 𝑥, 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) − 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0))‖ 



 27.11.2016 6הרצאה  דיפרנציאביליות
 יהונתן רגבנכתב על ידי  נגזרות חלקיות

 

4 
 

 לכן:

‖𝓌 − 𝑦‖ = |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) − 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)| 

 מתקיים:

‖𝓌 − 𝓌0‖ = ‖(𝑥 − 𝑥0, 𝑓(𝑥0) − (𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)))‖ 

 לכן:

‖𝓌 − 𝓌0‖ ≥ ‖𝑥 − 𝑥0‖ 

 לכן:

0 ≤
𝑑(𝓌, 𝑄)

‖𝓌 − 𝓌0‖
≤

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) − 𝑓′(𝑥0) ⋅ (𝑥 − 𝑥0)|

‖𝑥 − 𝑥0‖
 

𝑓 :דיפרנציאבילית, לכן 

lim
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) − 𝑓′(𝑥0) ⋅ (𝑥 − 𝑥0)|

‖𝑥 − 𝑥0‖
= 0 

 עפ"י משפט הסנדוויץ':

lim
𝓌→𝓌0,𝓌∈𝐻

𝑑(𝓌, 𝑄)

‖𝓌 − 𝓌0‖
= 0 

 .𝑥0בנקודה  𝑄 –היפר מישור משיק ל  𝐻לכן, 

∎ 

 למה

 .𝑥0 -, אז היא רציפה ב 𝑥0-דיפרנציאבילית ב  𝑓אם 

 הוכחה

𝑓 ציאבילית, לכן:נדיפר 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑟(𝑥 − 𝑥0) 

 כאשר:

lim
𝑥→𝑥0

𝑟(𝑥 − 𝑥0)

‖𝑥 − 𝑥0‖
= 0 
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 לכן:

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑟(𝑥 − 𝑥0)
. . .
. = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(0) + lim

𝑥→𝑥0

𝑟(𝑥 − 𝑥0)
. . .
. = 𝑓(𝑥0)

 

 .𝑥0 -רציפה ב  𝑓לכן, 

∎ 

 דוגמה

 רציפות אינה גוררת דיפרנציאביליות.

 נגדיר:

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ {

𝑥𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
,   (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

.
0,                   (𝑥, 𝑦) = (0,0)

 

 .(0,0) -רציפה ב  𝑓נוכיח כי 

 נחשב את הגבול:

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) 

 מתקיים:

|𝑥𝑦| ≤ 𝑥2 + 𝑦2 

 לכן:

0 ≤ |
𝑥𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
| ≤ √𝑥2 + 𝑦2 

 עפ"י משפט הסנדוויץ':

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
= 0 

 לכן:

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 
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 .(0,0) -רציפה ב  𝑓לכן, 

 .(0,0) -אינה דיפרנציאבילית ב  𝑓נוכיח כי 

 .(0,0) -דיפרנציאבילית ב  𝑓נניח בשלילה כי 

 לכן:

ℎ1ℎ2

√ℎ1
2 + ℎ2

2
= 𝛼ℎ1 + 𝛽ℎ2 + 𝑟(ℎ1, ℎ2) 

 כאשר:

lim
(ℎ1,ℎ2)→(0,0)

𝑟(ℎ1, ℎ2)

√ℎ1
2 + ℎ2

2
= 0 

 :נבחר

ℎ1 ≠ 0
. . .

ℎ2 = 0
 

 :נקבל

−𝛼ℎ1 = 𝑟(ℎ1, 0) 

 כאשר:

lim
ℎ1→0

𝑟(ℎ1, 0)

|ℎ1|
= 0 

 לכן:

𝛼 = 0 

 באופן דומה:

𝛽 = 0 

 לכן:

lim
(ℎ1,ℎ2)→(0,0)

ℎ1ℎ2

√ℎ1
2 + ℎ2

2
= 0 

 :נבחר
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ℎ1 = ℎ2 

 נקבל:

lim
(ℎ1,ℎ2)→(0,0)

ℎ1ℎ2

√ℎ1
2 + ℎ2

2
=

1

2
 

 סתירה.

 .(0,0) -אינה דיפרנציאבילית ב  𝑓לכן, 

∎ 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ, 

𝑥0תהי  ∈ 𝐸. 

1יהי  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

 אם קיים הגבול:

lim
𝑡→0

 
𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑒𝑖) − 𝑓(𝑥0)

𝑡
 

 ומסומן: ,𝑥0בנקודה  𝑥𝑖לפי  𝑓של הנגזרת החלקית אז הוא נקרא 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) 

 או:

𝑓𝑥𝑖

′ (𝑥0) 

 דוגמה

 נגדיר:

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≔ 𝑥𝑒𝑦𝑧 

 מתקיים:
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𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑒𝑦𝑧

. . .
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑥𝑧𝑒𝑦𝑧

. . .
𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 𝑥𝑦𝑒𝑦𝑧

 

∎ 

 משפט

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ, 

𝑥0תהי  ∈ 𝐸. 

 , אז הנגזרות החלקיות שלה קיימות ומתקיים:𝑥0 -דיפרנציאבילית ב  𝑓אם 

𝑓(𝑥0 + ℎ) = 𝑓(𝑥0) + ∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝑟(ℎ) 

 כאשר:

lim
ℎ→0

𝑟(ℎ)

‖ℎ‖
= 0 

 הוכחה

𝑓 :דיפרנציאבילית, לכן 

𝑓(𝑥0 + ℎ) = 𝑓(𝑥0) + 𝐴(ℎ) + 𝑟(ℎ) 

 לינארית ומתקיים: 𝐴כאשר 

lim
ℎ→0

𝑟(ℎ)

‖ℎ‖
= 0 

1יהי  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

 ניקח:

ℎ = 𝑡𝑒𝑖 
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 נקבל:

𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑒𝑖) = 𝑓(𝑥0) + 𝐴(𝑡𝑒𝑖) + 𝑟(𝑡𝑒𝑖) 

𝐴 :לינארית, לכן 

𝐴(𝑡𝑒𝑖) = 𝑡𝐴(𝑒𝑖)
. . .
. = 𝑎𝑖𝑡

 

 לכן:

𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑒𝑖) − 𝑓(𝑥0)

𝑡
= 𝑎𝑖 +

𝑟(𝑡𝑒𝑖)

𝑡
 

 לכן:

lim
𝑡→0

𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑒𝑖) − 𝑓(𝑥0)

𝑡
= 𝑎𝑖 + lim

𝑡→0

𝑟(𝑡𝑒𝑖)

𝑡. . .
. = 𝑎𝑖

 

 לכן:

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) = 𝑎𝑖 

 :וכן

𝐴(ℎ) = ∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 קיימות, ומתקיים: 𝑥0 -ב  𝑓, הנגזרות החלקיות של לכן

𝑓(𝑥0 + ℎ) = 𝑓(𝑥0) + ∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝑟(ℎ) 

 כאשר:

lim
ℎ→0

𝑟(ℎ)

‖ℎ‖
= 0 

∎ 
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 דוגמה

 קיום הנגזרות החלקיות אינו גורר דיפרנציאביליות.

 נגדיר:

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ {

𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
,   (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

.
0,                (𝑥, 𝑦) = (0,0)

 

 מתקיים:

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0) = lim

𝑡→0

𝑓(𝑡 + 0,0)

𝑡. . .

. = lim
𝑡→0

𝑓(𝑡, 0)

0. . .
. = 0

 

 באופן דומה:.

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0) = 0 

 .(0,0) -, ואפילו אינה רציפה ב (0,0) -אינה דיפרנציאבילית ב  𝑓אולם, 

∎ 

 משפט

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

𝑥0תהי  ∈ 𝐸. 

 .𝑥0 -דיפרנציאבילית ב  𝑓, אז 𝑥0קיימות ורציפות בסביבת הנקודה  𝑓אם הנגזרות החלקיות של 

 הוכחה

 :נסמן

𝑥𝑗 ≔ 𝑥0 + ∑ ℎ𝑖𝑒𝑖

𝑗

𝑖=1
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 כאשר:

ℎ = (ℎ1, ⋯ , ℎ𝑛) 

 מתקיים:

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0) = ∑ (𝑓(𝑥𝑗) − 𝑓(𝑥𝑗−1))

𝑛

𝑗=1

 

 :נגדיר

𝑔(𝑡) ≔ 𝑓(𝑥𝑗−1 + 𝑡𝑒𝑗) 

 מתקיים:

𝑓(𝑥𝑗) − 𝑓(𝑥𝑗−1) = 𝑔(ℎ𝑗) − 𝑔(0) 

 מתקיים:

𝑔(𝑡 + ℎ) − 𝑔(𝑡)

ℎ
=

𝑓(𝑥𝑗−1 + 𝑡𝑒𝑗 + ℎ𝑒𝑗) − 𝑓(𝑥𝑗−1 + 𝑒𝑗)

ℎ
 

 לכן:

𝑔′(𝑡) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝑡𝑒𝑗) 

𝜉𝑗עפ"י משפט לגנרז', קיים  ∈ (0, ℎ𝑗)  או((ℎ𝑗 ,  , כך ש:((0

𝑔(ℎ𝑗) − 𝑔(0) = 𝑔′(𝜉𝑗)ℎ𝑗  

 לכן:

𝑓(𝑥𝑗) − 𝑓(𝑥𝑗−1) = 𝑔′(𝜉𝑗)ℎ𝑗  

 לכן:

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0) = ∑ (
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗)) ⋅ ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1
. . .

. = ∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

+ ∑ (
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗) −

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0)) ⋅ ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

 

 לכן:
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𝑓(𝑥0 + ℎ) = 𝑓(𝑥0) + ∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

+ ∑ (
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗) −

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0)) ⋅ ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

 

 נגדיר:

𝐴(ℎ) ≔ ∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1
. . .

𝑟(ℎ) ≔ ∑ (
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗) −

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0)) ⋅ ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

 

 מתקיים:

|𝑟(ℎ)| = |∑ (
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗) −

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0)) ⋅ ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

|

. . .

. ≤ ∑ |(
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗) −

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0)) ⋅ ℎ𝑗|

𝑛

𝑗=1
. . .

. ≤ ∑ |
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗) −

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0)| ⋅ |ℎ𝑗|

𝑛

𝑗=1
. . .

. ≤ ‖ℎ‖ ⋅ ∑ |
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗) −

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0)|

𝑛

𝑗=1

 

 לכן:

0 ≤
|𝑟(ℎ)|

‖ℎ‖
≤ ∑ |

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗) −

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0)|

𝑛

𝑗=1

 

 מתקיים:

lim
ℎ→0

 𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗 = 𝑥0 

 לכן:

lim
ℎ→0

 
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗) =

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0) 

 לכן:
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lim
ℎ→0

∑ |
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑗−1 + 𝜉𝑗𝑒𝑗) −

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0)|

𝑛

𝑗=1

= 0 

 הסנדוויץ':עפ"י משפט 

lim
ℎ→0

𝑟(ℎ)

‖ℎ‖
= 0 

 .𝑥0 -דיפרנציאבילית ב  𝑓לכן, 

∎ 

 דוגמה

 דיפרנציאביליות אינה גוררת רציפות של הנגזרות החלקיות.

 נגדיר:

𝑓(𝑥) ≔ {
‖𝑥‖2 sin (

1

‖𝑥‖2
) , 𝑥 ≠ 0

.
0,                                      𝑥 = 0

 

 מתקיים:

𝑓(ℎ + 0) − 𝑓(0) = ‖ℎ‖2 sin (
1

‖ℎ‖2
) 

 נגדיר:

𝑟(ℎ) ≔ ‖ℎ‖2 sin (
1

‖ℎ‖2
) 

 מתקיים:

lim
ℎ→0

𝑟(ℎ)

‖ℎ‖
= lim

ℎ→0
‖ℎ‖ sin (

1

‖ℎ‖2
)

. . .

. = 0

 

 .0 -דיפרנציאבילית ב  𝑓לכן, 

 אולם:

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
= 2𝑥𝑗 sin (

1

‖𝑥‖
) −

2𝑥𝑗

‖𝑥‖
cos (

1

‖𝑥‖2
) 
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 הגבול:

lim
𝑥→0

𝑥𝑗

‖𝑥‖
cos (

1

‖𝑥‖2
) 

 אינו קיים.

  לכן, הגבול:

lim
𝑥→0

 
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
 

 אינו קיים.

 לכן: 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
 

 .(0,0) -אינה רציפה ב 

∎ 


