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  2משוואות לינאריות מסדר 

 ?אחד, האם ניתן למצוא פתרון 2בהינתן משוואה לינארית הומוגנית מסדר 

𝑦′′(𝑥) + 𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = 0 

 תזכורת

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 ⟺

∞

𝑛=0

𝑥0 נקראת אנליטית בסביבה של 𝑓(𝑥) 

 אנליטית: 𝑓. בנוסף, אם 𝑥0בסביבה פתוחה של 

𝑎𝑛 =
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
 

 משפט

 למשוואה לינארית עם מקדמים אנליטיים בצורה נורמלית, הפתרונות הם גם כן אנליטיים.

 הערה

 את צורת הפתרון כטור חזקות ולחשב את המקדמים. "בגדול המטרה היא "לנחש

 הערה

 בטור. הראשוניםנותנים לנו את האיברים  תנאי התחלה
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 דוגמה

𝑦′′ + 𝑦 = 0 

𝑦 = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 ∶  נציב

⟹ 𝑦′′ = ∑ 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑥𝑛−2

∞

𝑛=0

= ∑(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑎𝑛+2𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 נציב במשוואה ונקבל:

∑(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑎𝑛+2𝑥𝑛

∞

𝑛=0

+ ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 0 = ∑ 0 ⋅ 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

⟹ ∑((𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑎𝑛+2 + 𝑎𝑛)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 0 

⟹ ∀𝑛 ∈ ℕ:   (𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑎𝑛+2 = −𝑎𝑛 

⟹ 𝑎𝑛+2 = −
𝑎𝑛

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

⟹

𝑎2𝑛 =
(−1)𝑛𝑎0

(2𝑛)!

𝑎2𝑛+1 =
(−1)𝑛𝑎1

(2𝑛 + 1)!

,
𝑎0 = 𝑦(0)

𝑎1 = 𝑦′(0)
  

⟹ 𝑦(𝑥) = 𝑦(0) ⋅ ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

+ 𝑦′(0) ⋅ ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

= 𝑦(0) ⋅ cos 𝑥 + 𝑦′(0) ⋅ sin 𝑥  
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 דוגמה

{

𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 2𝑦 = 0

𝑦(0) = 0

𝑦′(0) = 1
 

𝑦 = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

𝑦′ = ∑(𝑛 + 1)𝑎𝑛+1𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⟺ 𝑥𝑦′ = ∑ 𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

𝑦′′ = ∑(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑎𝑛+2𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

0 = ∑((𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑎𝑛+2 + 𝑛𝑎𝑛 + 2𝑎𝑛)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

⟹ (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑎𝑛+2 = −(𝑛 + 2)𝑎𝑛 

⟹ 𝑎𝑛+2 = −
𝑎𝑛

𝑛 + 1
 

⟹ ∀𝑛 ∈ ℕ: 𝑎2𝑛 =  (בגלל תנאי ההתחלה)  0

⟹ 𝑎2𝑛+1 =
(−1)𝑛

(2𝑛)‼
=

(−1)𝑛

2 ⋅ 4 ⋯ (2𝑛 − 2) ⋅ (2𝑛)
=

(−1)𝑛

2𝑛 ⋅ 𝑛!
 

𝑦(𝑥) = ∑
(−1)𝑛

𝑛!
⋅

𝑥2𝑛+1

2𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑥𝑒−
𝑥2

2   

 


