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 (ה אחת מסדר ראשוןמשוואעבור משפט קיום ויחידות לבעיית קושי )

{
𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)

.
𝑦(𝑥0) = 𝑦0

 

𝑓 בתחום  רציפה𝐷 = {|𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝛼 , |𝑦 − 𝑦0| ≤ 𝛽}  ומקיימת את תנאי לישפיץ בתחום𝐷 ,

,𝑦1כך שלכל  𝐿כלומר, קיים  𝑦2 ∈ {𝑦0 − 𝛽, 𝑦0 + 𝛽}  ולכל|𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝛼 :מתקיים 

|𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)| ≤ 𝐿 ⋅ |𝑦1 − 𝑦2| 

𝑥|בתחום  יחידפתרון  קייםאזי,  − 𝑥0| ≤ min {𝛼,
𝛽

sup|𝑓|
}. 

 הוכחה

 נפעל בשלבים.

 : המרה למשוואה אינטגרלית.שלב א'

 מתקיים:

{
𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)

.
𝑦(𝑥0) = 𝑦0

 

 

⇕ 

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + ∫𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

 

 נוכיח כי קיים פתרון יחיד למשוואה אינטגרלית זו.

□ 

 הגדרת סדרת פונקציות.: שלב ב'

𝑦0(𝑥) = 𝑦0 

𝑦𝑛+1(𝑥) = 𝑦0 + ∫𝑓(𝑡, 𝑦𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑥

𝑥0
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 אינטואיציה

 נגדיר:

𝑇(𝑔(𝑥)) = 𝑦0 + ∫𝑓(𝑡, 𝑔(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

 

 אופרטור מכווץ: נוכיח שהוא

||𝑇𝑔1 − 𝑇𝑔2||∞ < 𝑐 ⋅ ||𝑔1 − 𝑔2||∞ ,    0 < 𝑐 < 1  

 

 

 מתקיים:

.

|𝑦𝑛(𝑥) − 𝑦0(𝑥)| = |∫ 𝑓(𝑡, 𝑦𝑛−1(𝑡))  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

|

. . .

. . .

. ≤ |𝑥 − 𝑥0| ⋅ sup  |𝑓|

. . .

. . .

. ≤ 𝛽

 

𝑛לכל אינדוקציה מראה כי  ∈ ℕ ∪ {0} ,𝑦𝑛 .)מוגדרת )ואפילו רציפה וגזירה 

□ 

𝑛=0{𝑦𝑛}: להוכיח כי הסדרה שלב ג'
 מתכנס במידה שווה. ∞

 טענה

|𝑦𝑛+1(𝑥) − 𝑦𝑛(𝑥)| ≤ sup  |𝑓| ⋅ 𝐿
𝑛 ⋅
|𝑥 − 𝑥0|

𝑛+1

(𝑛 + 1)!
 

 הוכחה

𝑛על באינדוקציה  ∈ ℕ. 

|𝑦1(𝑥) − 𝑦0(𝑥)| = |∫𝑓(𝑡, 𝑦0(𝑡))  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

|

. . .

. . .

. ≤ |𝑥 − 𝑥0| ⋅ sup  |𝑓|
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 אינטואיציה

|𝑦𝑛+1(𝑥) − 𝑦𝑛(𝑥)| = |∫[𝑓(𝑡, 𝑦𝑛(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑦𝑛−1(𝑡))]  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

|

. . .

. . .

. ≤ |𝑥 − 𝑥0| ⋅ ||𝑓(𝑡, 𝑦𝑛(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑦𝑛−1(𝑡))||

. . .

. . .

. ≤ |𝑥 − 𝑥0| ⋅ 𝐿||𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1||

 

 

 כווץ.הוכחה לכך שהאופרטור מזוהי 

 

 

|𝑦𝑛+1(𝑥) − 𝑦𝑛(𝑥)| = |∫[𝑓(𝑡, 𝑦𝑛(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑦𝑛−1(𝑡))]  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

|

. . .

. . .

. ≤ ∫|𝑓(𝑡, 𝑦𝑛(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑦𝑛−1(𝑡))|  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0. . .
. . .

. ≤ ∫𝐿 ⋅ |𝑦𝑛(𝑡) − 𝑦𝑛−1(𝑡)|  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0. . .
. . .

. ≤ ∫ sup|𝑓| ⋅ 𝐿𝑛 ⋅
|𝑥 − 𝑥0|

𝑛

𝑛!
  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0. . .
. . .

. ≤ sup|𝑓| ⋅ 𝐿𝑛 ⋅
|𝑥 − 𝑥0|

𝑛+1

(𝑛 + 1)!

 

□ 

 :לכן

||𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛||∞ ≤ sup|𝑓| ⋅ 𝐿𝑛 ⋅
𝛼𝑛+1

(𝑛 + 1)!

     𝑛→∞     
→      0 

 :נסמן
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𝑀𝑛 ≔ sup|𝑓| ⋅ 𝐿𝑛 ⋅
𝛼𝑛+1

(𝑛 + 1)!
 

𝑛=0{𝑦𝑛} תיוקצונהפת דרס י הגדרת"עפ
∞: 

𝑦𝑁 = 𝑦0 +∑(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1)

𝑁

𝑛=1

 

𝑛כל ל ∈ ℕ: 

||𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛||∞ ≤ 𝑀𝑛 

 :קייםמת

∑𝑀𝑛

∞

𝑛=1

< ∞ 

𝑛=0{𝑦𝑛} יירשטרס, הסדרהשל ו 𝑀 –י מבחן ה "עפ
 .במידה שווה מתכנסת ∞

𝑛=0{𝑦𝑛} :נסמן
∞

     𝑢     
→   𝑦. 

□ 

 פותר את המשוואה. 𝑦 כיהוכיח ל: שלב ד'

lim
𝑛→∞

𝑦𝑛+1(𝑥) = 𝑦0 + lim
𝑛→∞

∫𝑓(𝑡, 𝑦𝑛(𝑡))  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0. . .
. . .

. = 𝑦0 + ∫ lim
𝑛→∞

𝑓(𝑡, 𝑦𝑛(𝑡))  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0. . .
. . .

. = 𝑦0 + ∫𝑓 (𝑡, lim
𝑛→∞

𝑦𝑛(𝑡))   𝑑𝑡

𝑥

𝑥0. . .
. . .

. = 𝑦0 + ∫𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡))  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

 

 :לכן
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𝑦(𝑥) = 𝑦0 + ∫𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡))  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

 

□ 

 : הוכחת יחידות.שלב ה'

 פתרון. 𝓎יהי 

𝓎(𝑥) = 𝑦0 + ∫𝑓(𝑡, 𝓎(𝑡))  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

 

⇓ 

|𝓎 − 𝑦0| = |∫𝑓(𝑡, 𝓎(𝑡))  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

|

. . .

. . .

. ≤ |𝑥 − 𝑥0| ⋅ sup|𝑓|

 

|𝓎 − 𝑦𝑛| = |∫[𝑓(𝑡, 𝓎(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑦𝑛−1(𝑡))]  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

|

. . .

. . .

. ≤ ∫|𝑓(𝑡, 𝓎(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑦𝑛−1(𝑡))|  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0. . .
. . .

. ≤ ∫ 𝐿 ⋅ |𝓎(𝑡) − 𝑦𝑛−1(𝑡)|  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0. . .
. . .

. ≤ ∫ sup|𝑓| ⋅ 𝐿𝑛 ⋅
|𝑥 − 𝑥0|

𝑛

𝑛!
  𝑑𝑡

𝑥

𝑥0. . .
. . .

. ≤ sup|𝑓| ⋅ 𝐿𝑛 ⋅
|𝑥 − 𝑥0|

𝑛+1

(𝑛 + 1)!

 

 :לכן
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|𝓎 − 𝑦𝑛| ≤ sup|𝑓| ⋅ 𝐿𝑛 ⋅
|𝑥 − 𝑥0|

𝑛+1

(𝑛 + 1)!

     𝑛→∞     
→      0 

 :כןל

𝓎 = 𝑦 

□ 

𝑥|בתחום י ושק יתעילב יחידפתרון  קיים לכן, − 𝑥0| ≤ min {𝛼,
𝛽

sup|𝑓|
}. 

∎ 


