
,𝑎מיצאו לאילו ערכי   .1 𝑏   [1,3−]ממשיים הפונקציה הבאה רציפה בקטע : 

𝑓(𝑥) =

{
 

 √
𝑥 + 1 − 𝑎

𝑥 − 3
, −1 ≤ 𝑥 < 3 

𝑏, 𝑥 = 3

 

 

𝑦כי שם היא הפונקציה   (1,3−]הפונקציה רציפה בקטע   =
√𝑥+1−𝑎

𝑥−3
  אשר רציפה בקטע זה לפי  

𝑥-ב שמאל רציפה מ 𝑓(𝑥)מתי   לבדוק רק נשאר   הפרש, מנה, הרכבה של פונקציות רציפות.  = 3 . 

lim
x→3- 

f(x) = lim
x→3- 

√𝑥 + 1 − 𝑎

𝑥 − 3
 

2-, המונה שואף ל0-המכנה שואף ל − 𝑎  ולכן אם ,𝑎 ≠ קיים ובפרט הפונקציה לא  אז הגבול לא  2

𝑎. אם  3-רציפה משמאל ב =  אז לפי כפל בצמוד:  2

lim
x→3- 

√𝑥 + 1 − 2

𝑥 − 3
= lim

x→3- 

x - 3

(𝑥 − 3)(√𝑥 + 1 + 2)
= lim

x→3- 

1

√𝑥 + 1 + 2
=
1

4
 

𝑎כלומר כדי שהפונקציה תהיה רציפה בקטע צריך להתקיים   = 2, 𝑏 =
1

4
 . 

 

𝑃(𝑥)יהי   .2 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 הוכיחו כי יש לו )לפחות(  פולינום ממעלה שלישית .

 שורש אחד ממשי. 

 

𝑎ינום הוא ממעלה שלישית בפרט  הפול ≠ 𝑎אם   .0 > lim  אז 0
x → ∞

𝑃(𝑥) =  𝑥0, ובפרט קיים  ∞

𝑃(𝑥0)-כך ש > lim. כמו כן  0
x → -∞

𝑃(𝑥) = 𝑃(𝑥1)-כך ש  𝑥1ובפרט קיים   ∞− < . לכן לפי משפט ערך  0

𝑥1בכל הממשיים( קיים   רציף 𝑃(𝑥)) הביניים  < 𝑡 < 𝑥0 ך שכ-𝑃(𝑡) =  כדרוש.  0

𝑎אם   < limאז   0
x → ∞

𝑃(𝑥) = -∞  ,lim
x → -∞

𝑃(𝑥) =  אותו דבר. פתרון ממשיך  וה ∞

 

 

 

 

𝑓(𝑐)-ממשי כך ש 𝑐)כלומר, בכל הממשיים(. הוכיחו כי קיים   פונקציה רציפה 𝑓תהי   .3 =
𝑐

1−𝑐2
 . 

 

𝑔(𝑥)נגדיר   = 𝑓(𝑥)(1 − 𝑥2) − 𝑥.   הפונקציה𝑔(𝑥) מכפלה והפרש של פונקציות רציפות.  רציפה כ

𝑔(1)מתקיים   = −1, 𝑔(−1) = 1−יניים יש  ולכן לפי משפט ערך הב 1 < 𝑐 < 𝑔(𝑐)-כך ש 1 = 0 

𝑓(𝑐)(1כלומר   − 𝑐2) − 𝑐 = 𝑓(𝑐)כלומר   0 =
c

1−𝑐2
 כדרוש.  

 

 

:𝑓תהי   .4 [0,1] → 𝑥0רציפה. הוכיחו כי קיימת נקודה   [0,1] ∈  -כך ש  [0,1]

𝑓(𝑥0) = 2 sin(𝑥0) . 

 

𝑔(𝑥)נגדיר   = 𝑓(𝑥) − 2𝑠𝑖𝑛(𝑥) מתקיים כהפרש של פונקציות רציפות. [0,1]-ב , היא רציפה 



𝑔 (
𝜋

4
) = 𝑓 (

𝜋

4
) − √2 < 0 

𝑓)כי   (
𝜋

4
) < 1 < :𝑓כי   2√ [0,1] → [0,1] ) 

 וכן 

𝑔(0) = 𝑓(0) ≥ 0 

𝑔(0)-ולכן או ש  = 𝑥0)ואז סיימנו עם   0 = 𝑔(0)-או ש ( 0 >  ערך הביניים יש ואז לפי משפט  0

  0 < 𝑥0 <
𝜋

4
𝑔(𝑥0)-כך ש  = 𝑓(𝑥0)כלומר   0 = 2𝑠𝑖𝑛(𝑥0)  .כדרוש 

 

 

 אם היא רציפה במ"ש בקטע הנתון: העבור כל אחת מהפונקציות הבאות, קיבעו )והוכיחו(  .5

 

𝑓(𝑥) . א = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑥) (∞,0)-ב . 

 

 גדיר . נבקטע הנתון ש נראה שהפונקציה לא רציפה במ"

𝑥𝑛 = 2𝜋𝑛 

𝑦𝑛 =
1

n
+ 2𝜋𝑛 

𝑥𝑛כמובן   − 𝑦𝑛 →  מתקיים . כמו כן 0

𝑓(𝑥𝑛) = 2𝜋𝑛 𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑛) = 0 

𝑓(𝑦𝑛) = (
1

n
+ 2𝜋𝑛) 𝑠𝑖𝑛 (

1

n
+ 2𝜋𝑛) = (

1

n
+ 2𝜋𝑛) 𝑠𝑖𝑛 (

1

n
) 

 

 ולכן 

𝑓(𝑦𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛) = (
1

n
+ 2𝜋𝑛) 𝑠𝑖𝑛 (

1

n
) =

1

𝑛
𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑛
) + 2𝜋𝑛 𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑛
) 

 הוא (, והמחובר הימני0-)מכפלה של שני גורמים השואפים ל 0-המחובר השמאלי שואף ל

2𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

1
𝑛)

1
𝑛

→ 2𝜋 

𝑓(𝑦𝑛)ולכן סה"כ   − 𝑓(𝑥𝑛) → 2𝜋 ≠  ע הנתון. כלומר הפונקציה לא רציפה במ"ש בקט 0

 

𝑓(𝑥) . ב = sin (
1

𝑥
 . (0,1)-ב (

 

 גדיר . נבקטע הנתון ש נראה שהפונקציה לא רציפה במ"

𝑥𝑛 =
1

2𝜋𝑛
 

𝑦𝑛 =
1

𝜋
2 + 2𝜋𝑛

 

𝑥𝑛כמובן   − 𝑦𝑛 →  מתקיים . כמו כן 0

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑛) = 0 

𝑓(𝑦𝑛) = 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
+ 2𝜋𝑛) = 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
) = 1 

 ולכן 

𝑓(x𝑛) − 𝑓(y𝑛) = −1 → −1 ≠ 0 

 



𝑓(𝑥) . ג = 𝑥𝑠𝑖𝑛(
1

𝑥
 . (0,1)-ב (

 

 : 1-ב  ל אמשמ ו 0-ב  ןי מימ ת והגבול ם, וכמו כן קיימי(0,1)-ציפה בהפונקציה ר

lim
𝑥→0+

𝑥𝑠𝑖𝑛 (
1

𝑥
) = 0 

 מה( כפול פונקציה חסו 0-)פונקציה השואפת ל

lim
𝑥→1-

𝑥𝑠𝑖𝑛 (
1

𝑥
) = 𝑠𝑖𝑛(1) 

 ( 1-שרציף ב )הצבה בביטוי  

 

 . (0,1)-, הפונקציה רציפה במ"ש ב בכיתה ולכן לפי תרגיל שפתרנו 

 

 :[0,1]בקטע   𝑔(𝑥) מגדירים פונקציה חדשהבר ראינו: כשהלן חזרה על הטיעון ל

𝑔(𝑥) = {
x𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑥
) , 0 < 𝑥 ≤ 1 

0, 𝑥 = 0

 

וכיוון שהיא רציפה בקטע סגור אז לפי קנטור היא רציפה במ"ש שם, ולכן היא גם רציפה  

 .𝑓(𝑥), ובקטע זה הפונקציה מזדהה עם  (0,1)-במ"ש ב

 

 

 

 

𝑓(𝑥) . ד = ln (𝑥) (∞,0)-ב 

 

 גדיר . נבקטע הנתון ש אה שהפונקציה לא רציפה במ"רנ

𝑥𝑛 =
1

𝑛
 

𝑦𝑛 =
2

𝑛
 

𝑥𝑛  מתקיים  − 𝑦𝑛 →  . כמו 0

𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛) = 𝑙𝑛 (
1

𝑛
) − 𝑙𝑛 (

2

𝑛
) = −𝑙𝑛(𝑛) − (𝑙𝑛(2) − 𝑙𝑛(𝑛)) = −𝑙𝑛(2) → −𝑙𝑛(2) ≠ 0 

 

 

𝑓(𝑥) .ה = 𝑥3 ב-(−∞, 50] 

 

 גדיר . נבקטע הנתון ש נראה שהפונקציה לא רציפה במ"

𝑥𝑛 = −𝑛 

𝑦𝑛 = −(𝑛 +
1

𝑛
) 

𝑥𝑛  מתקיים  − 𝑦𝑛 →  . כמו כן 0

𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛) = −𝑛
3 + (𝑛 +

1

𝑛
)
3

= −𝑛3 + 𝑛3 + 3𝑛 +
3

𝑛
+
1

𝑛3
→ ∞ ≠ 0 

 

 

 



𝑓(𝑥) . ו =
1

𝑥2−1
 (∞,0]-ב 

 

 גדיר . נבקטע הנתון ש ה במ"ראה שהפונקציה לא רציפנ

𝑥𝑛 = 1 +
1

𝑛
 

𝑦𝑛 = 1 +
2

𝑛
 

𝑥𝑛  מתקיים  − 𝑦𝑛 →  . כמו כן 0

𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛) =
1

(1 +
1
𝑛)

2

− 1

−
1

(1 +
2
𝑛)

2

− 1

=
1

2
𝑛
+
1
𝑛2

−
1

4
𝑛
+
4
𝑛2

 

=
𝑛2

2𝑛 + 1
−

𝑛2

4𝑛 + 4
= 𝑛2

(4𝑛 + 4) − (2𝑛 + 1)

(2𝑛 + 1)(4𝑛 + 4)
=

2𝑛3 + 3𝑛2

(2𝑛 + 1)(4𝑛 + 4)
→ ∞ ≠ 0 

 

 

וכיחו כי חיבור וכפל בקבוע )ולכן גם חיסור( של פונקציות רציפות במ"ש, הוא פונקציה  ה .6

 רציפה במ"ש. 

  (i)  תהי𝑓(𝑥)  ב רציפה במ"ש-ℝ  ויהי ,𝑐 ∈ ℝ  נראה כי .𝑐𝑓(𝑥) רציפה במ"ש ב-ℝ . 

𝜖יהי   > 𝛿. מחפשים  0 > ,𝑥1כך שלכל   0 𝑥2   המקיימים|𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿  מתקיים 

  |𝑐𝑓(𝑥1) − 𝑐𝑓(𝑥2)| < 𝜖  אם .𝑐 = 𝜖  לכן ודאי קטן מכלו  0אז אגף שמאל= 0 > השוויון  -אי   אחרת,  .0

 -שקול ל

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| <
𝜖

𝑐
 

𝛿יתן למצוא  נ אכן רציפה במ"ש,   𝑓(𝑥)-כיוון ש  > ,𝑥1כך שלכל   0 𝑥2 מים  המקיי|𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿 

𝑓(𝑥1)|   מתקיים  − 𝑓(𝑥2)| <
𝜖

𝑐
 , כדרוש. 

(ii  )  יהיו𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) נראה כי  רציפות במ"ש ,𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)  .רציפה במ"ש 

𝜖יהי   > 𝛿. מחפשים  0 > ,𝑥1כך שלכל   0 𝑥2   המקיימים|𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿  מתקיים 

|𝑓(𝑥1) + 𝑔(𝑥1) − 𝑓(𝑥2) − 𝑔(𝑥2)| < 𝜖 

𝛿1רציפה במ"ש, יש   𝑓(𝑥)-כיוון ש  > ,𝑥1כך שלכל   0 𝑥2   המקיימים|𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿1  מתקיים 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| <
𝜖

2
 

𝛿2רציפה במ"ש יש   𝑔(𝑥)-כמו כן כיוון ש  > ,𝑥1  שלכל כך  0 𝑥2   המקיימים|𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿2  מתקיים 

|g(𝑥1) − g(𝑥2)| <
𝜖

2
 

𝛿נבחר   = 𝑚𝑖𝑛(𝛿1, 𝛿2)   ואז לכל𝑥1, 𝑥2 קיימים  המ|𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿 הדרוש:  מתקיים 

|𝑓(𝑥1) + 𝑔(𝑥1) − 𝑓(𝑥2) − 𝑔(𝑥2)| ≤ |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| + |𝑔(𝑥1) − 𝑔(𝑥2)| <
𝜖

2
+
𝜖

2
= 𝜖 



lim, ונתון כי קיים  (∞,𝑎]-פונקציה רציפה ב  𝑓הי  ת .7
𝑥→∞

𝑓(𝑥)  הוכיחו כי .𝑓 רציפה במ"ש ב-

[𝑎,∞) . 

𝜖יהי   > 𝛿. צריך למצוא  0 > ,𝑥1כך שלכל   0 𝑥2 ∈ [𝑎,∞)   המקיימים|𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿  מתקיים 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜖 .  נסמןlim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 𝐿.    לפי הגדרת הגבול יש𝐴   כך שלכל𝑥 > 𝐴 תקיים  מ

|𝑓(𝑥) − 𝐿| <
𝜖

2
,𝑥1. לכן לכל   𝑥2 > 𝐴   מתקיים  )*( 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| = |𝑓(𝑥1) − 𝐿 + 𝐿 − 𝑓(𝑥2)| ≤ |𝑓(𝑥1) − 𝐿| + |𝑓(𝑥2) − 𝐿} <
𝜖

2
+
𝜖

2
= 𝜖 

𝑓(𝑥)  רציפה במ"ש ב-[𝑎, 𝐴 + ′𝛿לכן יש   [1 > ,𝑥1כך שלכל   0 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝐴 +  המקיימים  [1

  |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿
𝑓(𝑥1)|קיים  מת ′ − 𝑓(𝑥2)| < 𝜖.   )**( 

𝛿נבחר   = 𝑚𝑖𝑛(𝛿′, ,𝑥1שלכל  צריך להראות  .(1 𝑥2 ∈ [𝑎,∞)   המקיימים|𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿  מתקיים 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜖 . 

,𝑥1אם   𝑥2 ∈ [𝑎, 𝐴 +  **(. אז סיימנו לפי )  [1

,𝑥1אם   𝑥2 ∈ [𝐴,∞)   אז סיימנו לפי(∗) . 

האפשרויות האלה לא מתקיימות אז בהכרח   אם שתי   :נראה כי אלה הן שתי האפשרויות היחידות 

𝑥1  בה"כמתקיים  ∉ [A,∞], 𝑥2 ∉ [𝑎, 𝐴 + 𝑥1  מתקיים . כלומר[1 < 𝐴  ,𝑥2 > 𝐴 +  ולכן , 1

  𝑥2 − 𝑥1 > 𝐴 + 1 − 𝐴 = 𝑥1|  מתקיים זו סתירה כי . 1 − 𝑥2| < 𝛿 ≤ 1. 


