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)(}:{מונואיד. נגדיר את קבוצת ההפיכים  Mיהי  .1 aהופכיMaMU  הוכיחו כי .

)(MU  היא חבורה ביחס לפעולה שלM.חבורה זו נקראת חבורת ההפיכים . 

 הוכחה: 

 .MU)(ו  MUe)(המונואיד הפיך לכן  איבר היחידה של

,)(סגירות הפעולה: יהיו  MUba   אזיba,   111הפיכים. אבל)(   abab  ובפרטab 

 .MUab)(הפיך. לכן 

 .Mהוא איבר היחידה של  MU)(של איבר היחידה 

1)(מקיים  M ,1a. ההופכי שלו ב MUa)(הפיך: יהי  MUa   שכן גם הוא הפיך(

 .MU)(ב  aהופכי ל  1a( וברור כי  Mב 

 

 ענו על הסעיפים הבאים. .2

מצאו את המחלק המשותף המקסימלי  1.2 5614,1260. 

 פתרון: נשתמש באלגוריםת אוקלידס:

 

          140,1414,112112,574574,12601260,5614
014811214112557411257421260574126045614




 

Zמצאו  1.1 1525 -כך ש , 927 1  . 

 אוקלידס: פתרון: נשתמש באלגוריתם
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,448לכן,  737    .מקיימים את הדרוס 

),mod)1525((הפיך במונואיד   ]927[קבעו אם  1.2 1525 Zאת  . אם כן, מצאו

 ההופכי שלו.

פתרון: לפי הסעיף הקודם,   1927,1525   הפיך במונואיד   ]927[לכן

))1525(mod,( 1525 Z 19277371525448. מהשוויון   שהתקבל בסעיף הקודם נובע כי

)1525(mod1927737    1525((הפיך במונואיד   ]927[לכן ההופכי של(mod,( 1525 Z 

]737[]788[הוא  . 

Znmיהיו  1.2 ,   ו),( nmd    המחלק המשותף המקסימלי שלהם. יהי

Zk    כך שnkmk || .  הוכיחו כיdk |. 

),(משפט מההרצאה, מכיוון ש  פתרון: לפי nmd   קיימים מקדמיםZts ,  כך

dtnsmש  .  מכיוון שnkmk ||  ,k  ,מחלק כל צירוף לינארי שלהם. בפרט

dk |. 

 

 

 



Gbaחבורה ויהיו  Gתהי  .3 ,. .הוכיחו את הטענות הבאות 

naoאם  2.2 )(  ומתקייםeam    אזmn |.  

יא בהכרח והראו כי השארית ה חילוק עם שארית nב   mרמז: חלקו את 

 אפס.

Zrqפתרון: נשתמש בחילוק עם שארית. קיימים  ,   כך שrqnm    וnr 0. 

mnונקבל כי  0rנראה כי  |. 

 .0rנניח בשלילה כי 

eamמהנתון     נובע  eaaa rqnrqn  מכיוון ש .nao )( ,ea n  נציב בשוויון . 

  eaa rqn   ונקבל כיea r    בסתירה לכך שn  הוא המעריך הטבעי המינימלי עבורו

ea n  0. לכןr. 

2.1 )()( baoabo . 

 הוכחה: נחלק למקרים.

 סופי. abהסדר של  .א

 אינסופי. abהסדר של  .ב

naboבמקרה א': נסמן  )(   ונראה כיnbao )(. 

babeaaabbbabababaאכן, 
eabo

nn 




)(

1 )()())(()(  נכפול את המשוואה ב .
1)( ba 

ebaמשמאל ונקבל:  n )( לכן .)()( abonbao . 

 סופי. baבפרט, הסדר של 

)()(באופן סימטרי נקבל כי   baoabo  אותו הטיעון יעבוד כי ידוע כבר ש(  הסדר שלba .)סופי 

)()(בסה"כ נקבל כי  baoabo . 

סופי, כמו בסעיף הקודם, נובע  baאינסופי. אבל, אם הסדר של  baבמקרה ב': מ"ל כי גם הסדר של 

)()(בסתירה להנחה. לכן  abכי גם הסדר של  abobao . 

naoנניח כי  2.2 )(. אזי km aa    עבורZkm ,  אם ורק אם)(modnkm . 

kmנתון כי  )(הוכחה:  aa  נכפול ב .ka  ל מימין ונקבea km  2. לפי סעיף ,

kmn |  לכן)(modnkm . 



)(  נתון כי)(modnkm   לכן, קייםZt  כך שtnkm .  מכיוון שea n  

ktktnktnkmנקבל  aeaaaaa   )(. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים. .4

תהי  2.2
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G הוכיחו כי .G  לפעולת חבורה ביחס

 . G-ואת הסדר של כל איבר ב Gכפל מטריצות, מצאו את הסדר של 

 

)(-מוכלת ב Gפתרון:  33 ZGL  3)חבורת המטריצות ההפיכות מסדר 3 3 מעלZ .) 

 טריון המקוצר.על מנת לראות שהיא ת"ח שלה )ובפרט חבורה( נשתמש בקרי

 סגורה לכפל ולהופכי. Gלא ריקה. בדקו כי  Gברור כי 

3הוא  Gהסדר של  3 3 27    כי יש שלוש אפשרויות לבחור את(a שלוש ,

 (. cאת  –ושלוש  bאפשרויות לבחור את 

Gcיהי 

ba
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. מתקיים 
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x.  לכן, לפי

)(}3,1{לכן,  .xo)(|3 ,22.תרגיל  xo. 

 , למעט הזהות, הוא שלוש.Gלכן, הסדר של כל איבר ב 

 

Gbaחבורה. אם לכל  Gתהי  2.1 ,  333מתקיים)( baab   האםG ?אבלית 

Gbaלכל לא. החבורה מסעיף א' מהווה דוגמה נגדית, שכן  ,  מתקיים

ebaab   אך החבורה אינה אבלית. )(333

 

ור החבורות הציקליות מצאו יוצר, קבעו אילו מהחבורות הבאות הן ציקליות? עב .5

 אחרת הסבירו מדוע החבורה אינה ציקלית.

1.2 1510 ZZ  

1.1 25 ZZ  

1.2 20U 

 פתרון:

),(1510. אכן, לכל 211אינה ציקלית כי אין איבר מסדר  .2 ZZba   :מתקיים

   30 , 0,0a b  . 



החבורה ציקלית ונוצרת על ידי  .1 1,1. 

2.  20 1,3,7,9,11,13,17,19U   20ולכן 8U  החבורה אינה ציקלית שכן אין בה .

 )בדקו!(. 8איבר מסדר 

 

 ענו על הסעיפים הבאים. .6

 

תהיינה  1.2
1 2, ,H G G חבורות של -תתG הוכיחו: אם .

1 2H G G  אזי

1H G  או
2H G. 

תהי פתרון: 
1 2H G G נניח בשלילה שקיימים .

1\h H G ,
2\t H G 

)מה שבפרט אומר 
1 2,t G h G ). מכיוון ש-,t h H  מתקייםth H  ולכן

1 2th G th G  נניח ש .- 
1th Gמכיון ש ,-

1t G  1גם

1t G    ולכן

   1 1

11t th t t h h h G      בסתירה להנחה. באותו אופן מגיעים

לסתירה במקרה בו 
2th G. 

1ולתת חבורות  Gמצאו דוגמה לחבורה  1.1 2 3, , ,H G G G G כך ש-

1 2 3H G G G  אבלH ה מוכלת בשום איחוד מהצור אינהi jG G . 

222-נתבונן בפתרון:  ZZZG  ובתת החבורות ,

          1 2 20 0,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1 , 0,1,1G     ;

          2 2 20 0,0,0 , 1,0,0 , 0,0,1 , 1,0,1G     ;

          3 2 2 0 0,0,0 , 1,0,0 , 0,1,0 , 1,1,0G    . 

נגדיר:         0,0,0 , 0,1,1 , 1,1,0 , 1,0,1H .קל לראות שזו אכן תת חבורה . 

1מתקיים  2 3H G G Gאף איחוד של בשימו לב שהיא אכן אינה מוכלת , ו

 שניים.

 

xחבורה. הוכיחו: אם לכל  Gתהי  .7 G  2מתקיים 1x   אזיG .היא חבורה אבלית 

ידוע מהנתון שמתקיים: הוכחה:  
2 2 2 1ab a b   :אזי .

 
2 2 21 1 1ab a b abab aabb       נכפיל את שני האגפים )משמאל( בהופכי של .a 

baונקבל:  bונכפיל מימין בהופכי של  ab זה מתקיים לכל שני איברים בחבורה, ולכן .

 החבורה היא אבלית. 

 

חבורה. נסמן  Gתהי  .8   2

2 : 1m G x G x   כלומר , 2m G  הוא מספר הפתרונות

2של המשוואה  1x   בחבורהG . 



מתקיים  Gהראו שבכל חבורה סופית  8.2   2 | | mod2m G G; 

 

 .1קיים איבר מסדר  הראו שבכל חבורה עם מספר זוגי של איברים 8.1

 

את יחס השקילות הבא:  Gרמז לסעיף א': הגדירו על 

 1x y x y xy     שייכים  2, ושימו לב שהאיברים שריבועם אינו

 . 1למחלקות שקילות בגודל 

הערה: הרמז מציע דרך פתרון אלגנטית. כדאי שלפני זה תנסו להגיע לאיזשהו 

 ן אינטואיטיבי על סמך הרעיונות שכבר ראינו בכיתה.פתרו

 

 פתרון:

המוצע ברמז. זהו אכן יחס שקילות )בדקו!(. מה הן מחלקות  נגדיר את היחס .2

aהשקילות? אם  G  2מקיים 1a   ,1אזי הוא הופכי לעצמו, כלומרa a 

ולכן    a a אכן, אם היה איבר נוסף במחלקת שקילות זו, נניח .

 a x a   1אזי היה מתקייםxa   1ואזx a a  . 

: 2מחלקת השקילות של איבר היחידה היא מגודל    1 1 . 

1מה לגבי שאר האיברים? אם  b G   אזי 1אינו מסדר ,   1,b b b  מדוע אין(

 שם עוד איברים? כי ההופכי הינו יחיד(.

כעת, האיחוד של כל מחלקות השקילות נותן את החבורה כולה, לכן 
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זה מספר מחלקות השקילות באיחוד  kכאשר  
  2

1
o b
b

b




 -. מכיוון ש

 2 2G m G k  נקבל ש-   2 mod2G m G.כנדרש , 

. נניח בשלילה שאין 2kחבורה עם מספר זוגי של איברים, נניח  Gתהא  .1

, ולכן 1איבר מסדר  2 1m G  לפי הסעיף הקודם נקבל . 1 2 mod 2k ,

 .1איבר מסדר  G-וזאת כמובן סתירה. לכן קיים ב

 

 

 בהצלחה! 
 


