
...,Egregium משפט מינימליים, משטחים .11

מינימליים משטחים 11.1
Weingarten העתקת

Wp : TpM → TpM

Wp (v) = ∇vN

ממוצעת עקמומיות ־ הגדרה

היא p ∈M בנקודה M משטח של ממוצעת עקמומיות

Hp =
1

2
tr (Wp)

הערה

Hp =
1

2

(
L1
1 + L2

2

)
=

1

2
(K1 +K2)

עצמיים. ערכים של סכום היא שעקבה בגלל

הגדרה

.Hp ≡ 0 מתקיים p ∈M נקודה בכל אם מינימלי משטח נקרא M משטח
.K1 +K2 ≡ 0 אחרות, במילים

מינימלי: משטח הוא הליקואיד לדוגמה מישור: דווקא לאו זה הערה:
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הגדרה

אם איזותרמיות) קואורדינטרות נקראות
(
u1, u2

)
איזותרמית( היא x

(
u1, u2

)
פרמטריזציה

,j = 1, 2 ,i = 1, 2 ,gij = f2
(
u1, u2

)
δij

(gij) =

(
f2
(
u1, u2

)
0

0 f2
(
u1, u2

))

‖x1‖ =
√
g11 =

√
f2 = f

〈x1, x1〉 = 〈x2, x2〉

ואילו

〈x1, x2〉 = 0
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טענה

איזותרמית. היא x
(
u1, u2

)
ש נניח

הדיפרנציאלית המשוואה את מקיימת היא אזי

x11 + x22 = −2f2Hpn
(
u1, u2

)
.xij =

∂2x

∂ui∂uj
ו p בנקודה ממוצעת עקמומיות היא Hp כאשר

הוכחה

יחס קיים

Lij = −Lmj gmi = −Lmj f2δmi = −f2Lmi δmi = −f2Lij

Lij = −f2Lij

Lji = −
Lij

f2

L1
1 = −

L11

f2
L2
2 = −

L22

f2

Hp =
1

2
tr (Wp) =

1

2

(
−
L11

f2
−
L22

f2

)

Hp =
− 1

2f2
(L11 + L22)

לכן נקודה, בכל g12 = 0

〈x1, x2〉 = 0

∂

∂u1
〈x1, x2〉 = 0

נקבל ליבניץ כלל לפי

〈x11, x2〉+ 〈x1, x12〉 = 0

לכן

(∗) 〈x2, x12〉 = −〈x1, x22〉

∂

∂u1
(〈x1, x1〉 − 〈x2, x2〉) = 0
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2 〈x11, x1〉 − 2 〈x12, x2〉 = 0

(∗) לפי לכן

2 〈x11, x1〉+ 2 〈x22, x1〉 = 0

〈x11, x1〉+ 〈x22, x1〉 = 0

〈x11 + x22, x1〉 = 0

〈∆x, x1〉 = 0

מתקיים שגם מוכיחים אופן באותו

〈∆x, x2〉 = 0

בסיס הוא (x1, x2, n) .nל פרופורציונלי הוא ,x2ל וגם x1ל גם מאונך ∆x ווקטור במידקה
.C ∈ R עם ∆x = Cn לכן ,R3ל

C = 〈∆x, n〉 = 〈x11 + x22, n〉 =

=
〈
∆Γk11xk + L11n+ Γk22xk + L22n, n

〉
=

= 〈L11n+ L22n, n〉 = (L11 + L22) 〈n, n〉 = L11 + L22

לכן

C = L11 + L22

∆x = (L11 + L22)n =
(
−L1

1 − L2
2

)
f2n

x11 + x22 = −2Hpf
2n

הגדרה

.∆F ≡ 0 אם הרמונית F (x, n)

מסקנה

משטח של איזותרמית פרמטריזציה x
(
u1, u2

)
=
(
x
(
u1, u2

)
, y
(
u1, u2

)
, z
(
u1, u2

))
תהי

.R3ב M
הן x, y, z הקואורדינטות פונקציות שלושת אם ורק אם מינימלי משטח הוא M אזי

הרמוניות. פונקציות
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הוכחה

לכן ∆x = 0 ולכן Hp = 0 אזי מינימלי M אם

∆x = 0 ∆y = 0 ∆z = 0

דוגמה

(Hp ≡ מינימלי(0 משטח הוא Catenoid

x (θ, ϕ) = (a coshϕ cos θ, a coshϕ sin θ, aϕ)

{
f (ϕ) = a coshϕ

g (ϕ) = ϕ

g11 = g22 = f2 g12 = 0

x11 = (−a coshϕ cos θ,−a coshϕ sin θ, 0)
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x22 = (a coshϕ cos θ, a coshϕ sin θ, 0)

x11 + x22 ≡ 0

נקודה. בכל Hp ≡ 0 לכן

Egregiumלמשפט הקדמה 11.2
חיצונית. וגיאומטריה פנימית בגיאומטריה נידון

קבועה. Gauss בעקמומיות מטריקה

Reimannנוסחת 11.3

1

1 +
α

4

∑
x2

√∑
dx2

1

1 +
α

4

∑
i x

2
i

√∑
i

dx2i

gij = f2δij

f =
1

1 +
α

4

∑
i x

2
i

k = α

Egregiumלמשפט הקדמות 11.4

xij = Γkijxk + Lijn

∂

∂uj
(n) = nj = Lijxi
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a[ij] =
1

2
[aij − aji]

Γkij;l :=
∂

∂ul
(
Γkij
)

Lijו Γk
ij בין זהות 11.5

טענה

הזהות מתקיימת i, j, k, q אינדקסים לכל

Γqi[j;k] + Γmi[jΓ
q
k]m = −Li[jLqk]

הוכחה

שלישית נגזרת של המשיק מרכיב את לחשבן

xijk =
∂3x

∂ui∂uj∂uk

xijk = (xij)k =
(
Γqijxq + Lijn

)
k

=

=
∂

∂uk
(
Γqijxq

)
+

∂

∂uk
(Lijn)

Leibniz
= Γ2

ij;kxq + Γqijxqk + (Lij)k n+ Lij

(
∂

∂uk
n

)

(Γqij;k =
∂

∂uk
Γqij (תזכורת:

:xqk את לפתח צריך

xijk = Γqij;kxq + Γ2
ij

(
Γmqkxm + Lqkn

)
+ (Lij)k n+ Lij (Lqkxq) =

= Γqij;kxq + ΓqijΓ
m
qkxm + ΓqijLqkn+ (Lij)k n+ LijL

q
kxq =

= Γsij;kxs + ΓqijΓ
s
qkxs + ΓkijLqkn+ (Lij)k n+ LijL

s
kxs

xijk =
(
Γsij;k + ΓqijΓ

s
kq + LijL

s
k

)
xs +

(
ΓkijLqk + (Lij)k

)
n
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0 = h[jk] =

Γsi[j;k] + Γqi[jΓ
s
k]q + Li[jL

s
k]︸ ︷︷ ︸

0

xs +
(

Γqi[jLk]q + (Lij)k

)
n

hjk − hkj = 0

מתקיים s = 1, 2 לכל לכן

Γsi[j;k] + Γki[jΓ
s
k]qLi[jL

s
k] = 0

Γqi[j;k] + Γmi[jΓ
q
k]m = −Li[jLqk]

Gauss משפטEgregiumשל 11.6

הגדרה

R = det
(
Lij
)

= 2L1
[1L

2
2]

הוכחנו

K = −
2

g11
L1[1L

2
2]2

(Egregium)משפט

יסודית תבנית של מקדמים באמצעות לביטוי ניתנת K = K
(
u1, u2

)
Gauss עקמומיות

ע״י בלבד(ונגזרותיהם) ראשונה

K =
2

g11

(
Γ2
1[1;2] + Γj1[1Γ2

2]j

)
ע״י gij באמצעות מתבטאים Γkij מקדמים כאשר

Γkij =
1

2
(gil;j − gij;l + gjl;i) g

lk (∗)

.(gij) של הופכית מטריצה היא
(
glk
)
כאשר
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הוכחה
i = j = 1
k = q = 2

עם הקודמת הטענה לפי

Γ2
1[1;2] + Γm1[1Γ2

2]m = −L1[1L
2
2] = g1iL

i
[1L

2
2] = g11L

1
[1L

2
2]

.K = (∗) לכן

מתקיים

H ממוצעת עקמומיות K עקמומיות
(
Lij
)

0 0

(
0 0
0 0

)
מישור

1

2
0

(
1 0
0 0

)
גליל

לא כן עקמומיות. של אינווריאנטיות

GaussלעקמומיותPalpacianנוסחת 11.7
איזותרמיות,

(
u1, u2

)
בקואורדינטות

gij = f2δij = λδij

λ
(
u1, u2

)
= f2

(
u1, u2

)

הגדרה

ע״י איזותרמיות בקואורדינטות המתבטאת מטריקה gש נניח

gij = λδij

הוא שלה Laplace-Beltrami אופרטור אזי

∆LB =
1

λ

(
∂2

∂ (u1)
2 +

∂2

∂ (u2)
2

)

,y = u2 ,x = u1 אחרות, במילים

∆LB (F ) =
1

λ (x, y)

(
∂2F

∂x2
+
∂2F

∂y2

)

9



משפט

היא gij = λδij מטריקה של K עקמומיות

K = −
1

2
∆LB (log λ)

הוכחה

אזי .λ = e2µ נניח

Γ1
ij j = 1 j = 2

i = 1 µ1 µ2

i = 2 µ2 −µ1

Γ2
ij j = 1 j = 2

i = 1 −µ2 µ1

i = 2 µ1 µ2

µ =
1

2
log λ µi =

∂µ

∂ui

λ1

2λ
= µ1

הוכחה

2Γ2
1[1;2] = Γ2

11;2 − Γ2
12;1 =

∂

∂u2
(
Γ2
11

)
−

∂

∂u1
(
Γ2
12

)
=

∂

∂u2
(−µ2)−

∂

∂u1
(µ1) = −µ11 − µ22 = −∆µ

2Γj1[1Γ2
2]j = 2Γ1

1[1Γ2
2]1 + 2Γ2

1[1Γ2
2]2 =

= Γ1
11Γ1

21 − Γ1
12Γ2

11 + Γ2
11Γ2

22 − Γ2
12Γ2

12 =

= µ1µ1 − µ2 (−µ2) + (−µ2)µ2 − µ1µ1 = 0

K =
2

λ︸︷︷︸
=g11

Γ2
1[1,2] =

− 1

λ
(µ11 + µ22) = −∆LBµ = −

1

2
∆LB (log λ)

gij = λδij

gij = f2δij

λ = f2
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משפט

Gauss עקמומיות יש gij = f2δij למטריקה

K = −∆LB log f

K = −
1

2
∆LB (log λ) = −∆LB

(
log
√
λ
)

= −∆LB (log f)

דוגמה

היפרבולית: מטריקה

gij =
1

y2
δij

u1 = x u2 = y

λ =
1

y2

f (x, y) =
1

y

(gij) =


1

y2
0

0
1

y2


f =

1

y
= y−1

לכן

log f = − log y

K = −∆LB log f = +∆LB log y =
1

λ
∆ (log y) =

=
1

λ

(
∂2

∂x2
(log y) +

∂2

∂y2
(log y)

)
= y2

∂2

∂y2
(log y) = y2

∂

∂y

(
1

y

)

K = y2 ·

(
−

1

y2

)
= −1 = K
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