
1 מס' תרגיל ־ 2 חדו"א

הבאים: במקרים A הקבוצה על f הפונקציה של הקדומות הפונקציות אוסף מהו .1

A = R, f(x) =

{
sinx x < π/4
cosx x ≥ π/4

(א)

f(x) = x2 ,A = (0, 1) ∪ (2, 3) (ב)

הבאים: האינטגרלים את חשבו .2

a.

∫ (
1− x
x

)2

dx b.

∫
(1− x)(1− 2x)(1− 3x)dx

c.

∫ (
1− 1

x2

)√
x
√
xdx, x ≥ 0 d.

∫
(3x− 7)12dx

e.

∫ √
x4 + x−4 + 2

x5
dx, x ≥ 0 f.

∫
x2 + 5
x2 + 1

dx

g.

∫ √
1− cos2(x)dx, 0 ≤ x ≤ π h.

∫
2x+1 − 5x−1

10x
dx

i.

∫
1√

a2 − x2
dx, a > 0 j.

∫
sinx√

2(1 + cosx)
dx כפולה) זווית (רמז:

הבאים: האינטגרלים את לחשב כדי בחלקים באינטגרציה השתמשו .3

a.

∫
xe−2xdx b.

∫
sin(lnx)dx c.

∫
x ln2 xdx

d.

∫
lnx
x2

dx e.

∫
x ln

1 + x

1− x
dx f.

∫ √
1− x2dx,

g.

∫
e2x sin 3xdx h.

∫
xn lnxdx

הבאים: במקרים Im ל־ ריקורסיבית נוסחא ומיצאו בחלקים באינטגרציה השתמשו .4

Im =
∫

dx

(x2 + a2)m
(א)

.α 6= −1 כאשר Im =
∫
xα lnm xdx (ב)

אחרת: דרך בכל או מתאימה הצבה ע"י הבאים האינטגרלים את חשבו .5

a.

∫
1

1− x
dx b.

∫
1

(x− 1)2
dx c.

∫
x7

1− x4
dx

d.

∫
x2 3
√

1 + x3dx e.

∫
dx

x ln |x|
f.

∫
ex

ex +
√
ex
dx

g.

∫
ex + 2

ex + 4 + 7e−x
dx h.

∫
arctan2 x

1 + x2
dx i.

∫
ln 17
√
x2 + 7x+ 12dx

j.

∫
cot(x)dx k.

∫
x exp(−x2/2)dx l.

∫
x3 exp(−x2)dx

m.

∫
e
√
xdx n.

∫
xex cosxdx

o.

∫
dx√
a2 + x2

(t− x =
√
a2 + x2 (נסו

ש־ הוכיחו פולינום. P (x) יהי .6∫
P (x)exdx = Q(x)ex + C ,

.degQ = degP ממעלה פולינום הוא Q(x) כאשר
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תשע"א ב', סמסטר

2 מס' תרגיל ־ 2 חדו"א

חלקיים: לשברים הבאות הרציונליות הפונקציות את פרקו .1

a.
x4 − 3x3 + x2 + 4x− 1

x2 − x− 1
b.

x5 − 3x3 + x

x2 + 2x + 1
c.

xn

x− 1
(nטבעי) d.

1
(x− a)(x2 + px + q)

(p2 − 4q < 0 (עבור

e.
x− 1

x3(x2 + 1)
f.

2x + 1
(x− 1)2(x2 + x + 1)2

הבאים: האינטגרלים את חשבו .2

a.

∫
dx

2x2 + 3x + 2
b.

∫
x4

x3 − 1
dx

c.

∫
2x + 1

x(x− 1)(x + 2)
dx d.

∫
dx

e2x + ex − 6

e.

∫
x3 + 2

(x2 − 1)2
dx f.

∫
dx

x(x2 + 4x + 5)2

g.

∫
dx

cos x
h.

∫
sin(ax) cos(bx)dx, (a, b ∈ R)

i.

∫
1

cos2 x sin2 x
dx j.

∫
dx√

x2 − a2
, |x| > |a| > 0, (x =

a

cos t
(נסו

k.

∫
sin x + 2 cos x

sin2 x + 3 sin x + 2
dx l.

∫
cos x√
cos 2x

dx

m.

∫
tan4 x dx n.

∫
2x−

√
4x2 − x + 1
x− 1

dx

o.

∫ 3
√

x− 1
x− 1

dx p.

∫
x4

√
x10 − 2

dx

.(F ′ = f (כלומר, f של קדומה פונקציה F ותהי וגזירה, ממש מונוטונית פונקציה f : (a, b) → R תהי .3
ש־ ∫הוכיחו

f−1(x) dx = xf−1(x)− F (f−1(x)) + C .

אחרת): דרך בכל או דרבו קריטריון (בעזרת הפריכו או הוכיחו .4

אינטגרבילית. f גם אז רימן, אינטגרבילית |f | אם (א)

רימן אינטגרבילית 1
g אזי חסומה, 1

g ו רימן אינטגרבילית g אם (ב)

ש־ הוכיחו .f(x0) > 0 ש־ ומקיימת x0 ∈ (a, b) בנקודה רציפה ,[a, b] ב־ אינטגרבילית f ≥ 0 ש־ נניח .5

.
∫ b

a
f > 0

.
∫ b

a
f > 0 אזי . [a, b] ב־ אינטגרבילית f וש־ x ∈ [a, b] לכל f(x) > 0 ש־ נניח הפריכו: או הוכיחו F .6

1



Calculus 2 - Solution of Exercise Sheet No. 2

March 14, 2011

1. This question is rather technical, so we solve only a selected few exercises:

(a)

(b)

(c) We can perform division of polynomials, but there's a shorter way:

xn

x− 1
=
xn − 1 + 1
x− 1

=
xn − 1
x− 1

+
1

x− 1
=
(
1 + x+ . . .+ xn−1

)
+

1
x− 1

when the last equality uses the formula for sum of a geometric sequence.

(d) Since the discriminant is negative, the term x2 + px+ q is irreducible, and so we write:

1
(x− a) (x2 + px+ q)

=
A

x− a
+

Bx+ C

x2 + px+ q
=
A
(
x2 + px+ q

)
+ (Bx+ C) (x− a)

(x− a) (x2 + px+ q)
=

=
(A+B)x2 + (Ap− aB + C)x+ (Aq − aC)

(x− a) (x2 + px+ q)

We equate the corresponding coe�cients of the polynomials on each side, to get:

1 = (A+B)x2 + (Ap− aB + C)x+ (Aq − aC)⇒


A+B = 0
Ap− aB + C = 0
Aq − aC = 1

Solving for A,B,C we get:

A =
1

a2 + pa+ q
; B =

−1
a2 + pa+ q

; C = − p+ a

a2 + pa+ q

Notice that the restriction p2 − 4q < 0 means that the equation x2 + px + q = 0 has no real
solutions, and thus a2 + pa+ q 6= 0.
To conclude:

1
(x− a) (x2 + px+ q)

=
1

(a2 + pa+ q) (x− a)
− x+ p+ a

(a2 + pa+ q) (x2 + px+ q)

One can check the correctness of this decomposition by adding the two fractions.

(e) Notice that the discriminant of the denominator is 4 = 32 − 4 · 2 · 2 = −7 < 0, and thus it is
irreducible.
Therefoere we write:ˆ

dx

2x2 + 3x+ 2
=

1
2

ˆ
dx

x2 + 2 · 3
4x+ 1

=
1
2

ˆ
dx

x2 + 2 · 3
4x+ 9

16 + 7
16

=

=
1
2

ˆ
dx(

x+ 3
4

)2 + 7
16

=
1
2
· 16

7
·
ˆ

dx
16
7

(
x+ 3

4

)2 + 1
=

=
8
7
·
ˆ

dx(
4√
7

(
x+ 3

4

))2

+ 1
=

8
7
·
√

7
4
· arctan

(
4√
7

(
x+

3
4

))
+ C

1



(f) Here we can perform division of polynomials, but it isn't necessary:

ˆ
x4dx

x3 − 1
=
ˆ
x4 − x+ x

x3 − 1
dx =

ˆ
x
(
x3 − 1

)
x3 − 1

dx+
ˆ

xdx

x3 − 1
=

=
x2

2
+
ˆ

xdx

(x− 1) (x2 + x+ 1)
=
x2

2
+
ˆ

A

(x− 1)
dx+

ˆ
Bx+ C

(x2 + x+ 1)
dx

Now �nd suitable A, B and C and we are done!

(g) Routinely: ˆ
2x+ 1

x (x− 1) (x+ 2)
dx =

ˆ
A

x
dx+

ˆ
B

x− 1
dx+

ˆ
C

x+ 2
dx

And again all that is left is to �nd suitable A, B and C.

(h) Here we use change of variables to get to rational function:

ˆ
dx

e2x + ex − 6
=

 t = ex ⇒ dt = exdx

⇒ dx =
dt

t

 =
ˆ

dt/t

t2 + t− 6
=
ˆ

dt

t (t+ 3) (t− 2)
=

=
ˆ
A

t
dt+

ˆ
B

t+ 3
dt+

ˆ
C

t− 2
dt

Again, �nd suitable constants to �nish. Don't forget to change t back to ex at the end!

(i) Same old process:
ˆ

x3 + 2
(x2 − 1)2

dx =
ˆ

x3 + 2
(x− 1)2 (x+ 1)2

dx =
ˆ

A

x− 1
dx+
ˆ

B

(x− 1)2
dx+
ˆ

C

x+ 1
dx+
ˆ

D

(x+ 1)2
dx

and so forth.

(j) Again we notice that the discriminant of x2 + 4x + 5 in the denominator is negative, and so we
write: ˆ

dx

x (x2 + 4x+ 5)2
=
ˆ
A

x
dx+

ˆ
Bx+ C

x2 + 4x+ 5
dx+

ˆ
Dx+ E

(x2 + 4x+ 5)2
dx

and so on.

(k) This is a trigonometric rational function, and it is odd w.r.t cosx, and therefore a suitable change
of variables would be t = sinx. But we have to �gure out a way to perform this substitution:

ˆ
dx

cosx
=
ˆ

cosx
cos2 x

dx =
ˆ

cosx
1− sin2 x

dx =

[
t = sinx⇒
dt = cosxdx

]
=
ˆ

dt

1− t2
=
ˆ

A

1− t
dt+
ˆ

B

1 + t
dt = . . .

(l) Here we just need to use a trigonometric identity:ˆ
sin (ax) cos (bx) dx =

1
2

ˆ
sin (a+ b)xdx+

ˆ
sin (a− b)xdx =

=
1

2 (b− a)
cos (a− b)x− 1

2 (a+ b)
cos (a+ b)x+ C

2



(m) We have a trigonometric rational function, which is even w.r.t. both sinx and cosx. Typically in
this situation, we would like to use the substitution t = tanx (which would work!), but there is
an easier trick here:ˆ

dx

cos2 x sin2 x
=
ˆ

sin2 x+ cos2 x
cos2 x sin2 x

dx =
ˆ

dx

cos2 x
+
ˆ

dx

sin2 x
= tanx− cotx+ C

(n) We perform the substitution in the hint:

ˆ
dx√
x2 − a2

=
[
x =

a

cos t
⇒ dx =

a sin t
cos2 t

dt

]
=
ˆ a sin t

cos2 t dt√
a2

cos2 t − a2
=
ˆ

a sin tdt

cos2 t
√

a2(1−cos2 t)
cos2 t

=
ˆ

a sin tdt

a cos2 t
cos t

√
sin2 t

=
ˆ

a sin tdt
a cos t sin t

=
ˆ

dt

cos t

and thus we have magically received an integral we've already solved. Don't forget to switch back
from t to arccos (a/x) (this expression is well-de�ned because of the limitation |x| > |a| > 0).

(o) We seperate the integral:ˆ
sinx+ 2 cosx

sin2 x+ 3 sinx+ 2
dx =

ˆ
sinx

sin2 x+ 3 sinx+ 2
dx+

ˆ
2 cosx

sin2 x+ 3 sinx+ 2
dx = I1 + I2

For the second integral, a simple substitution su�ces:

I1 =

[
t = sinx⇒
dt = cosxdx

]
= 2
ˆ

dt

t2 + 3t+ 2
= 2

[ˆ
A

t+ 2
dt+

ˆ
B

t+ 1
dt

]
= . . .

For the �rst integral, however, we need the standard substitution for trigonometric rational func-
tions, which yields:

I2 =
ˆ

sinx
(sinx+ 2) (sinx+ 1)

dx =

 t = tan (x/2)⇒ sinx =
2t

1 + t2

dx =
2dt

1 + t2

 =

=
ˆ

4tdt(
2t

1+t2 + 2
)(

2t
1+t2 + 1

) · 1
(1 + t2)2

=
ˆ

2tdt
(t+ 1 + t2) (2t+ 1 + t2)

=

=
ˆ

2tdt
(t2 + t+ 1) (t+ 1)2

=
ˆ

At+B

(t2 + t+ 1)
dt+

ˆ
C

t+ 1
dt+

ˆ
D

(t+ 1)2
dt = . . .

(p) We would like to substitute t = sinx, so we use a trigonometric identity:

ˆ
cosx√
cos 2x

dx =
ˆ

cosx√
1− 2 sin2 x

dx =

[
t =
√

2 sinx⇒

dt =
√

2 cosxdx

]
=

1√
2
·
ˆ

dt√
1− t2

=

= =
1√
2
· arccos t =

1√
2
· arccos

(√
2 sinx

)
+ C

(q) It's possible to use the usual trigonometric substitution t = tan x
2 , but that would give a very long

and complicated solution. Instead we use the fact that tan2 x = 1
cos2 x − 1 to write:

Im =
ˆ

tanm xdx =
ˆ

tanm−2 x · tan2 xdx =
ˆ

tanm−2 x ·
{

1
cos2 x

− 1
}
dx =

=
ˆ

tanm−2 x · 1
cos2 x

dx−
ˆ

tanm−2 xdx = J − Im−2

3



which is true for all m. Now notice that:

J =
ˆ

tanm−2 x · 1
cos2 x

dx =

 t = tanx⇒

dt =
dx

cos2 x

 =
ˆ
tm−2dt =

tm−1

m− 1
=

tanm−1 x

m− 1
+ C

which means that for all natural m ≥ 3:

Im =
tanm−1 x

m− 1
− Im−2

This is a formula worth knowing, but we'll only use it in the case m = 4:
ˆ

tan4 xdx =
tan3 x

3
−
ˆ

tan2 xdx =
tan3 x

3
−
ˆ {

1
cos2 x

− 1
}
dx =

tan3 x

3
− tanx+ x+ C

(r) Here the discriminant of 4x2−x+ 1 is negative, so we should use Euler's substitution. The usual
substitution is

√
4x2 − x+ 1 = t − 2x, but we will use

√
4x2 − x+ 1 = t + 2x, for reasons that

will become apparent:

ˆ
2x−

√
4x2 − x+ 1
x− 1

dx =


√

4x2 − x+ 1 = t+ 2x⇒ x =
1− t2

4t+ 1

dx = −4t2 + 2t+ 4
(4t+ 1)2

dt

 =

=
ˆ

2x− t− 2x
1−t2
4t+1 − 1

· −4t2 + 2t+ 4
(4t+ 1)2

dt =
ˆ

t
(
4t2 + 2t+ 4

)
−t (t+ 4) (4t+ 1)

dt =

=
ˆ − (4t2 + 2t+ 4

)
(t+ 4) (4t+ 1)

dt =
1
4

{ˆ
A

t+ 4
dt+

ˆ
B

t+ 1/4
dt

}
= . . .

(s) We use the usual substitution for this type of integrals:

ˆ 3
√
x− 1
x− 1

dx =

[
t = 3
√
x− 1⇒ x− 1 = t3

dx = 3t2dt

]
=
ˆ

t

t3
· 3t2dt = 3

ˆ
dt = 3t = 3 3

√
x− 1 + C

But at this moment we might realize that this is silly, and just write:

ˆ 3
√
x− 1
x− 1

dx =
ˆ

(x− 1)−
2/3
dx =

(x− 1)
1/3

1/3
= 3 3
√
x− 1 + C

(t) First we simplify the integrand using a simple substitution:

ˆ
x4dx√
x10 − 2

=

[
t = x5 ⇒
dt = 5x4dx

]
=

1
5

ˆ
dt√
t2 − 2

Now the radicand (meaning the expression inside the root) is reducible, and can be written as
t2 − 2 =

(
t−
√

2
) (
t+
√

2
)
. This means we need a di�erent type of Euler subtitution. Generally

speaking, when dealing with an expression of the form
√
a (x− α) (x− β), one should substitute:√

a (x− α) (x− β) = (x− α) t, which yields:

a (x− α) (x− β) = (x− α)2 t2 ⇒ x =
aβ − αt2

a− t2

4



And now we can express both
√
a (x− α) (x− β) and dx in terms of rational expressions in t. In

our case, we substitute:√(
t−
√

2
)(

t+
√

2
)

=
(
t+
√

2
)
u⇒ t =

√
2
(
u2 + 1

)
1− u2

⇒ dt =
4
√

2u
(1− u2)2

du

√
t2 − 2 =

√(
t−
√

2
)(

t+
√

2
)

=
(
t+
√

2
)
u =

[√
2
(
u2 + 1

)
1− u2

+
√

2

]
u =

2
√

2u
1− u2

And the integral becomes:

1
5

ˆ
dt√
t2 − 2

=
1
5

ˆ
4
√

2u/(1−u2)2

2
√

2u/1−u2
du =

2
5

ˆ
du

1− u2
=

1
5

{ˆ
du

1 + u
+
ˆ

du

1− u

}
=

=
1
5

ln |1 + u| − 1
5

ln |1− u| = 1
5

ln

∣∣∣∣∣ t+
√

2 +
√
t2 − 2

t+
√

2

∣∣∣∣∣− 1
5

ln

∣∣∣∣∣ t+
√

2−
√
t2 − 2

t+
√

2

∣∣∣∣∣ =

=
1
5

ln

∣∣∣∣∣ t+
√

2 +
√
t2 − 2

t+
√

2−
√
t2 − 2

∣∣∣∣∣ =
1
5

ln

∣∣∣∣∣x5 +
√

2 +
√
x10 − 2

x5 +
√

2−
√
x10 − 2

∣∣∣∣∣+ C

Multiplication of the enumerator and the denominator by x5 +
√

2 +
√
x10 − 2 will now yield:ˆ

x4dx√
x10 − 2

=
1
5

ln
∣∣∣∣ 1√

2
·
(
x5 +

√
x10 − 2

)∣∣∣∣+ C =
1
5

ln
∣∣∣(x5 +

√
x10 − 2

)∣∣∣+ C

(since the term − 1
5 ln (1/√2) is expressed in the constant C.

2. Since f is strictly monotonic, we can perform the change of variables x = f (t), which means that
dx = f ′ (t) dt. Thus:

ˆ
f−1 (x) dx =

ˆ
f−1 (f (t)) · f ′ (t) dt =

ˆ
t · f ′ (t) dt =

[
u = t⇒ u′ = 1

v′ = f ′ (t)⇒ v = f (t)

]
=

= t · f (t)−
ˆ
f (t) dt = t · f (t)− F (t) + C

where the last two equalities use integration by parts, and the fact that F ′ = f .
Now use t = f−1 (x) to get:ˆ

f−1 (x) dx = f−1 (x) · f
(
f−1 (x)

)
− F

(
f−1 (x)

)
+ C = x · f−1 (x)− F

(
f−1 (x)

)
+ C

Notice that it is not a correct solution to di�erentiate both sides, and see that the derivatives are equal,
since we can't be sure that f−1 is di�erentiable!
For example, take f (x) = x3. It is in�nitely-di�erentiable and strictly increasing on the entire real-line,
but its inverse f−1 (x) = 3

√
x is not di�erentiable at 0! (it has a sort of �∞� derivative there).

This is because f ′ (0) = 0, which doesn't �t the conditions of the inverse-function theorem.

3. The �rst claim is FALSE and the second is TRUE.

(a) A simple counterexample would be taking f (x) := 2D (x)−1, when D is the Dirichlet function on
the segment [0, 1]. This is a sort of �symmetrization� of the Dirichlet funtion around the x-axis.
Namely:

f (x) =

{
1 x ∈ Q
−1 x /∈ Q

Now f is not integrable on [0, 1], since otherwise D = f+1
2 would also be integrable on [0, 1], which

we know is wrong. But |f | ≡ 1 and thus integrable on [0, 1].

5



(b) 1/g is bounded on [a, b], so we can take M > 0 such that |1/g| < M on this segment.
g is integrable on [a, b], so according to Darboux Criterion, for all η > 0 we can �nd λ > 0 such
that for every partition P of the segment [a, b] with parameter λ (P ) < λ, the oscillation of g with
respect to the partition P is smaller than η.
Namely

∑n
i=1 ωi (g) ∆xi < η, when ωi (g) = Mi (g) −mi (g) = sup[xi−1,xi] g − inf [xi−1,xi] g is the

osscilation of g at the segment [xi−1, xi].
Now we need to bound the oscillation of 1/g from above. To do this we use a claim from class:

ωi (1/g) = sup
x,y∈[xi−1,xi]

{
1

g (x)
− 1
g (y)

}
= sup
x,y∈[xi−1,xi]

g (y)− g (x)
g (x) · g (y)

= sup
x,y∈[xi−1,xi]

∣∣∣∣g (y)− g (x)
g (x) · g (y)

∣∣∣∣
The last equality is due to the fact that for all x, y ∈ [xi−1, xi],

g(y)−g(x)
g(x)·g(y) = − g(x)−g(y)g(y)·g(x) , and thus

any �large� negative expression that appears when taking the supremum will be accompanied by
an qually large positive expression.
Now we can bound the oscillation like so:

ωi (1/g) = sup
x,y∈[xi−1,xi]

|g (y)− g (x)|
|g (x) · g (y)|

≤ sup
x,y∈[xi−1,xi]

|g (y)− g (x)|
M2

=
1
M2

ωi (g)

So for every ε > 0, take η = M2ε, and �nd λ > 0 such that for every partition P of the segment
[a, b] with parameter λ (P ) < λ,

∑n
i=1 ωi (g) ∆xi < η, and thus:

n∑
i=1

ωi (1/g) ∆xi ≤
1
M2

n∑
i=1

ωi (g) ∆xi <
1
M2

η = ε

Therefore, again by Darboux Criterion, 1/g is also Riemann integrable.

4. f is continuous at x0, and thus for ε = 1
2f (x0) > 0 there is a δ > 0 such that for all x ∈ [x− δ, x+ δ],

|f (x)− f (x0)| < 1
2f (x0)⇒ f (x) > 1

2f (x0) = ε > 0. De�ne:

h (x) :=

{
ε x ∈ [x− δ, x+ δ]
0 x /∈ [x− δ, x+ δ]

Thus h is integrable on [a, b], since it is piece-wise constant.
Now, Since f is non-negative, and for x ∈ [x− δ, x+ δ], f (x) > ε, we deduce that f ≥ h on [a, b], and
by monotonicity of the integral:

ˆ b

a

f (x) dx ≥
ˆ b

a

h (x) dx =
ˆ x−δ

a

h (x) dx+
ˆ x+δ

x−δ
h (x) dx+

ˆ b

x+δ

h (x) dx =

=
ˆ x−δ

a

0dx+
ˆ x+δ

x−δ
εdx+

ˆ b

x+δ

0dx = 0 + ε · 2δ + 0 = 2εδ > 0

5. Assume that
´ b
a
f (x) dx = 0. We shall prove that f (x0) = 0 for some x0 ∈ [a, b].

f is integrable, and thus the Upper-Darboux Sums converge to the integral, which is 0. Namely:

lim
λ(P )→0

n∑
i=1

sup
[xi−1,xi]

f ·∆xi = 0

Now take a partition Pn of [a, b] to n equal parts, and for ε = 1 there exists an n ≥ 2 large enough
such that:

n∑
i=1

sup
[xi−1,xi]

f ·∆xi < 1

This implies the existence of some segment I1 = [xi−1, xi], where f < 1 (otherwise, we would get a
sum of n terms, each at least 1/n, and reach a contradiction).

6



Notice that the length of the segment is |I1| ≤ 1
2 (b− a) (this is the reason we took n ≥ 2 - so that the

length of the segment I1 would be exponentially smaller that [a, b]).
Now f is integrable on [a, b], and thus also integrable on I1 ⊂ [a, b], and since f is non-negative:

0 ≤
ˆ
I1

f (x) dx ≤
ˆ b

a

f (x) dx = 0⇒
ˆ
I1

f (x) dx = 0

Thus we can repeat the process for f on the segment I1 instead of [a, b], to get a segment I2 ⊂ I1 with
length |I2| ≤ 1

2 |I1| ≤
1
4 (b− a) where f < 1

2 (by taking ε = 1/2).
Continuing in this way, we get a sequence of nested segments [a, b] = I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ Ik ⊃ . . .
such that f < 1/k on Ik, and:

|Ik+1| ≤
1
2
|Ik| ≤

1
4
|Ik−1| ≤ . . .

1
2k
|I1| ≤

1
2k+1

|I0| =
b− a
2k+1

−→ 0 as k −→∞

Using Cantor's Theorem for a sequence of nested segments, we deduce that
⋂∞
k=0 Ik = {x0} for some

x0 ∈ [a, b].
Now for all k ∈ N, x0 ∈ Ik, and thus 0 ≤ f (x0) < 1/k, and that can only be possible if f (x0) = 0.

7



תשע"א ב', סמסטר

3 מס' תרגיל ־ 2 חדו"א

רימן. אינטגרבילית max{f, g} כי הוכיחו .[a, b] בקטע רימן אינטגרביליות g ו־ f תהיינה .1

ש־ הוכיחו .[a− 1, b+ 1] ב־ אינטגרבילית f תהי .2

lim
h→0

∫ b

a

|f(x+ h)− f(x)|dx = 0

(h < min
i
|xi+1 − xi| ב־ והביטו היותר, לכל ε תנודה עם π חלוקה בחרו (רמז:

כלומר, ,c = (a+ b)/2 הקטע למרכז ביחס וסימטרית אינטגרבילית f : [a, b]→ R ש־ נניח .3

.
∫ b
a
f = 2

∫ c
a
f ש־ הוכיחו .0 ≤ x ≤ b− a לכל f(a+ x) = f(b− x)

(כלומר, T > 0 מחזור עם ומחזורית סופי קטע כל על אינטגרבילית פונקציה f : R→ R תהי .4
.a ב־ תלוי אינו I(a) =

∫ a+T
a

f(x)dx שהאינטגרל הוכיחו .(x ∈ R לכל f(x+ T ) = f(x)

הבאים: המסויימים האינטגרלים את חשבו .5

a.

∫ ln 2

0

√
ex − 1dx b.

∫ 1

−1

√
(1− x2)3dx c.

∫ π/2

0

√
sinx√

sinx+
√

cosx
dx

d.

∫ 2

0

|1− x|dx e.

∫ 6

0

bxc sin πx
6
dx

a.
d

dx

∫ x2

0

et
2
dt, b.

d

dx

∫ sin x

x−sin x

arcsin(t)dt הבאות: הנגזרות את חשבו .6

הבאות: הסדרות גבול את חשבו .7

an =
1
n5

(
14 + 24 + . . .+ n4

)
, bn =

1
n2

n∑
i=1

iei
2/n2

.0 <
∫ π/4

0

1− cosx
x

dx <
π2

64
ש־ הוכיחו .8

כדי האינטגרלי הביניים ערך במשפט השתמשו .[a, b] בקטע פעמים n ברציפות גזירה פונקציה f תהי .9
שעבורה c ∈ (a, b) שקיימת להראות

f (n)(c)
n!

(b− a)n =
1

(n− 1)!

∫ b

a

f (n)(t)(b− t)n−1dt

האינטגרלית). מהשארית נובעת טיילור לטור לגרנז' שארית (כלומר,

עם c ∈ (a, b) נקודת שקיימת הוכיחו .f(a) = f(b) = 0 המקיימת גזירה פונקציה f : [a, b] → R תהי .10

.|f ′(c)| ≥ 4
(b−a)2

∫ b
a
f(x)dx

הגבול וחיובי סופי שקיים, הוכיחו . lim
x→∞

f ′(x) = 0 עם וקמורה1 גזירה פונקציה f : (0,∞)→ R תהי F .11

L = lim
n→∞

(
1
2
f(1) + f(2) + f(3) + . . .+ f(n− 1) +

1
2
f(n)−

∫ n

1

f(x)dx
)

.

זה גזירה, פונקציה של במקרה .0 ≤ λ ≤ 1 עבור f (λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) אם קמורה נקראת פונקציה 1כזכור,

עולה. f ′ ש־ לכך שקול

1



תשע"א ב', סמסטר

3 מס' לתרגיל נבחרים פתרונות ־ 2 חדו"א

הבא: האי־שיוויון מתקיים כי נראה ראשית, .1

.|max{f(x), g(x)} −max{f(y), g(y)}| ≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)|

ו־ max{f(x), g(x)} = f(x) אם למקרים; הפרדה ע"י זה אי־שיוויון את לבדוק ניתן אכן,
אז המתאימים, המקסימליים הערכים הם g(x), g(y) אם לחילופין או max{f(y), g(y)} = f(y)
max{f(y), g(y)} = g(y) ו־ max{f(x), g(x)} = f(x) ש־ בה"כ נניח כעת ברור. האי־שיוויון

לכן .g(x) ≤ f(x) ≤ g(y) או f(y) ≤ g(y) ≤ f(x) מקרים; לשני שוב ונפריד
האי־שיוויון מקרה בכל אך |f(x)− g(y)| ≤ |g(y)− g(x)| או |f(x)− g(y)| ≤ |f(x)− f(y)|

כנדרש. מתקיים להוכיח שברצוננו

[a, b] בקטע f של התנודה עבורה חלוקה נמצא ε > 0 לכל מיידית; נובעת הטענה כעת,

כלומר מספיק, קטנה [a, b] בקטע g של התנודה וכן
∑

∆xiωi(f) <
ε

2
כלומר מספיק, קטנה

לכן, .
∑

∆xiωi(max{f, g}) <
∑

∆xi · (ωi(f) + ωi(g)) < ε ומכאן
∑

∆xiωi(g) <
ε

2
.[a, b] בקטע אינטגרבילית max{f, g} הפונקציה

כלומר ) זה קטע של מספיק עדינה חלוקה לכל ולכן [a− 1, b+ 1] ב אינטגרבילית f .ε > 0 יהי .2
מתקיים (λ(π) < δ עם π חלוקה שלכל כך δ > 0 קיים

ω(π, f) :=
∑
i

∆xiωi(f) <
ε

2
.

ונבנה ,λ(π) < δ
2
עם [a, b] הקטע של π : a = x0 < x1 < ... < xn = b חלוקה נקח

,πeven ב שנסמנה הראשונה, החלוקה את הבא. באופן [a − 1, b + 1] הקטע של חלוקות שתי
ל מחוץ חלוקה נקודות והוספת ,π של זוגי אינדקס עם החלוקה נקודות את מלקחת נקבל
נבחר כעת, .(λ(πodd) עם (שוב, πodd את נבנה אופן באותו .λ(πeven) < δ שיתקיים כך [a, b]
ש מתקיים π החלוקה של כלשהו בקטע x ∈ [xi, xi+1] לכל כי לב ונשים h < min

i
|xi+1 − xi|

אי־זוגי. i אם πodd החלוקה של ולקטע זוגי i אם πeven החלוקה של לקטע שייכים x + h ו־ x
כעת, .πeven, πodd החלוקות אחת של המתאים בקטע מהתנודה קטן |f(x + h) − f(x)| לכן

:π לחלוקה ביחס לחשב, רוצים אנו אותו האינטגרל של רימן בסכום ∑נתבונן
i

∆xi |f(ti + h)− f(ti)| =
∑

i∈Neven

∆xi |f(ti + h)− f(ti)| +

+
∑
i∈Nodd

∆xi |f(ti + h)− f(ti)| ≤ ω(πeven, f) + ω(πodd, f) <

< ε

המבוקש. את קיבלנו הגדרה, ע"פ החלוקה. של כלשהן דגימה נקודות הן
→
t כאשר

1



לינארית משתנים בהחלפת נשתמש כן, כמו .
∫ b

a

f(x) =

∫ c

a

f(x) +

∫ b

c

f(x) מתקיים ראשית, .3

מתקיים רציפה). לא אך אינטגרבילית היא f הפונקציה כאשר גם מותרת, כזו החלפה כי ∫(זיכרו c

a

f(x)dx = [t = x− a] =

∫ b−a

0

f(a+ t) =

∫ b−a

0

f(b− t) = [x = b− t, dt = −dx] =

= −
∫ c

b

f(x) =

∫ b

c

f(x)

.
∫ b

a

f(x) =

∫ c

a

f(x) +

∫ b

c

f(x) = 2

∫ c

a

f(x)dx ולכן,
∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

c

f(x) כלומר

f ש־ בעובדה ושימוש (T ב (הזזה פשוטה משתנים הלחפת הקודמה, בשאלה כמו ראשית, .4
מתקיימים בפרט .

∫ b
a
f =

∫ b+T
a+T

f מתקיים [a, b] קטע שלכל נותנת T מחזור עם מחזורית
: השיוויונים

(1) I(0) =

∫ T

0

f =

∫ 2T

0

f = ... =

∫ (n+1)T

nT

f ∀n ∈ Z

(2)
∫ a

nT

f =

∫ a+T

(n+1)T

f ∀a ∈ R

נקבל: (2) ו־ (1) ע"פ .nT ≤ a ≤ (n+ 1)T מתקיים עבורו היחיד השלם n ∈ Z יהי .a ∈ R יהי

I(0) =

∫ (n+1)T

nT

f =

∫ a

nT

f +

∫ (n+1)T

a

f =

∫ a+T

(n+1)T

f +

∫ (n+1)T

a

f =

∫ a+T

a

f

.a ב תלויה אינה I(a) כולמר

.a .5∫ ln 2

0

√
ex − 1dx =

[
u = ex − 1⇒ x = ln(u+ 1)
x′ = 1

u+1
, u(0) = 0, u(ln 2) = 1

]
=

∫ 1

0

√
u

1

u+ 1
du =

=

[
u = v2

u′ = 2v

]
=

∫ 1

0

v2

v2 + 1
= 2

∫ 1

0

v2 + 1− 1

v2 + 1
=

= 2

∫ 1

0

+2

∫ 1

0

−1

v2 + 1
= 2− 2 arctan(v)|10 = 2− 2

π

4
= 2− π

2

2



.b∫ 1

−1

√
(1− x2)3dx =

[
x = sin t
x′ = cos t

]
=

∫ π/2

−π/2

√
(1− sin2 t)3 cos t · dt =

∫ π/2

−π/2
cos4 t · dt =

=

∫ π/2

−π/2
cos t cos3 t · dt = [u′ = cos t, v = cos3 t] =

= ... = 3

∫ π/2

−π/2
sin2 t · cos2 t · dt = 3

∫ π/2

−π/2
cos2 t(1− cos2 t) · dt =

= 3

∫ π/2

−π/2
cos2 t · dt− 3

∫ π/2

−π/2
cos4 t · dt

כי נובע מכאן

4

∫ π/2

−π/2
cos4 t · dt = 3

∫ π/2

−π/2
= 3

(
2t+ sin(2t)

4

)
|π/2−π/2=

3π

2
⇒
∫ π/2

−π/2
cos4 t · dt =

3π

8

.c∫ 2

0

|1− x| · dx =

∫ 1

0

(1− x) · dx+

∫ 2

1

(x− 2) · dx =
1

2
+

1

2
= 1

.d∫ 6

0

[x] sin
(πx

6

)
=

∫ 1

0

0 · sin
(πx

6

)
+

∫ 2

1

1 · sin
(πx

6

)
+ ...+

∫ 6

5

5 · sin
(πx

6

)
=

= − 6

π
cos
(πx

6

)
|21 −

6

π
cos
(πx

6

)
|32 − ...−

6

π
cos
(πx

6

)
|65 =

30

π

.e∫ π/2

0

√
sinx

√
cosx+

√
sinx

=

[
x = π

2
− t, t(0) = π/2

x′ = −1, t(π
2
) = 0

]
= −

∫
π/2

0

√
cos t√

sin t+
√

cos t
=

=

∫ π/2

0

√
cosx

√
cosx+

√
sinx

ולכן

2

∫ π/2

0

√
sinx

√
cosx+

√
sinx

=

∫ π/2

0

√
sinx

√
cosx+

√
sinx

+

∫ π/2

0

√
cosx

√
cosx+

√
sinx

=

=

∫ π/2

0

√
sinx+

√
cosx

√
cosx+

√
sinx

=

∫ π/2

0

1 =
π

2

3



∫ π/2

0

√
sinx

√
cosx+

√
sinx

=
π

4
כלומר

אזי, .F (t) ב et
2

של הקדומה את נסמן .a .6

d

dx

∫ x2

0

et
2

dt =
d

dx

[
F (x2)− F (0)

]
= F ′(x2) · 2x = ex

4 · 2x

אז, .arcsin(t) של הקדומה את F (t) ב נסמן שוב, .b

d

dx

∫ sinx

x−sinx

arcsin(t) · dt =
d

dx
[F (sinx)− F (x− sinx)] =

= F ′(sinx) cosx− F ′(x− sinx)(1− cosx) =

= arcsin(sinx) cosx− arcsin(x− sinx)(1− cosx) =

= x cosx− arcsin(x− sinx)(1− cosx)

הבא: בשיוויון נתבונן .a .7

an =
1

n5

(
14 + 24 + ...+ n4

)
=

1

n

((
1

n

)4

+

(
2

n

)4

+ ...+
(n
n

)4
)
.

שווים לקטעים לחלוקה (ביחס [0, 1] ב x4 הפונקציה של רימן סכום זהו כי לב נשים
שואף 1

n
החלוקה פרמטר n→∞ בגבול .(

(
1
n

)
,
(

2
n

)
, ...,

(
n
n

)
הדגימה ונקודות 1

n
באורך

. lim
n→∞

an = 1/5 כלומר .
∫ 1

0
x4 = 1/5 לאינטגרל מתכנס זה וסכום 0 ל

הקודם לסעיף בדומה .b

bn =
1

n2

n∑
i=1

iei
2/n2

=
n∑
i=1

.
1

n

(
i

n

)
e(

i
n)

2

ולכן [0, 1] בקטע xex
2
הפונקציה של רימן סכום זהו שוב,

lim
n→∞

bn =

∫ 1

0

xex
2

=

[
1

2
ex

2

]1

0

=
1

2
(e− 1) .

היא כן, כמו אינטגרבילית. ולכן זאת), (ודאו (0, π/4) על וחסומה רציפה
1− cosx

x
הפונקציה .8

x ∈ (0, π/4) לכל הימני. האי־שיוויון את נראה מתקיים. השמאלי הא"ש ולכן זה בקטע חיובית
לגרנז': שארית עם 2 מסדר טיילור בפיתוח cosx את נכתוב

cosx = 1− x2

2
+
x3

6
sin(cx)

4



לכן .0 < cx < x כאשר

1− cosx

x
=
x

2
− x2

6
sin(cx) <

x

2

כי: נקבל מכאן זה). בתחום sin(cx) > 0 (כי
x2

6
sin(cx) > 0 ש משום נכון האי־שיוויון ∫כאשר π/4

0

1− cosx

x
<

∫ π/4

0

x

2
=
π2

64

בקטע אי־שלילית היא (b− t)n−1 והפונקציה היות .
∫ b
a
f (n)(t)(b− t)n−1 · dt באינטגרל נתבונן .9

ש כך c ∈ [a, b] קיים כי האינטגרלי הביניים ערך ממשפט נובע ,[a, b]∫ b

a

f (n)(t)(b− t)n−1 · dt = f (n)(c)

∫ b

a

(b− t)n−1 · dt =

[
f (n)(c)(−1)

(b− t)n

n

]b
a

=

=
1

n
f (n)(b− a)n =

(n− 1)!

n!
f (n)(b− a)n

המקיימת c ∈ (a, b) לבחור ניתן האינטגרלי הביניים ערך במשפט כי להוכיח ניתן למעשה, הערה:
זאת! הוכיחו הנדרש. את

חסומה, אינה f ′ אם .M = sup
[a,b]

|f ′| נסמן .f 6≡ 0 נניח טריוויאלית. הטענה f ≡ 0 אם ראשית, .10

:[a, b] על הבאה הפונקציה את נגדיר .M <∞ כי נניח לכן טריוויאלית, הטענה

g(x) = min{M(x− a), M(b− x)} =

{
M(x− a), a ≤ x ≤ a+b

2

M(b− x), a+b
2
≤ x ≤ b

נקודה שיש בשלילה נניח ברורה): זו טענה (מציור x ∈ [a, b] לכל f(x) ≤ g(x) שמתקיים נראה
ש כך a < c1, c2 < c נקודות קיימות לגרנז' ממשפט אזי .f(c) > g(c) עבורה a < c ≤ a+b

2

f ′(c1) =
f(c)− f(a)

c− a
=

f(c)

c− a
>

g(c)

c− a
=
g(c)− g(a)

c− a
= g′(c2) = M

אם .a+b
2
< x < b לתחום האי־שיוויון את מוכיחים אופן באותו בסתירה. f ′(c1) > M ומכאן

מתקיים ∫כך, b

a

f(x)
(1)

≤
∫ b

a

g(x) = M

∫ a+b
2

a

(x− a) +M

∫ b

a+b
2

(b− x) =
(b− a)2

4
M.

,([a, b] ב x לכל (כלומר f = g אם רק (1) ב להתקיים יכול שיוויון רציפות, g ו־ f ו־ היות
ש כך c ∈ (a, b) נקודה קיימת M הגדרת ע"פ חזק. אי־שיוויון יש (1) ב ∫ולכן b

a

f(x) < |f ′(c)|(b− a)2

4

כנדרש.

5



(5 (שבוע בתרגול נפתרה זו שאלה .11

6



תשע"א ב', סמסטר

4 מס' תרגיל ־ 2 חדו"א

קושי־שוורץ: אי־שיוויון את הוכיחו .[a, b] על אינטגרביליות f, g תהיינה (א) .1(∫ b

a

|f(x)g(x)|dx

)
≤

(∫ b

a

f(x)2dx

)1/2(∫ b

a

g(x)2dx

)1/2

באנלוגיה והמשיכו h(c) =
∫ b
a

(cf(x) + g(x))2 dx הגדירו הבאה: ההדרכה ע"פ
הוכיחו רציפות, g ו־ f עבור בנוסף, בתרגול. שראינו Rn ב האי־שיוויון להוכחת
g ו־ f (כלומר x ∈ [a, b] לכל f(x) = αg(x) אם ורק אם שיוויון מתקיים כי

פרופורציוניות).

את הוכיחו .||f || :=
(∫ b

a
f(x)2dx

)1/2

נגדיר ,[a, b] ב אינטגרבילית f עבור (ב)

.||f + g|| ≤ ||f ||+ ||g|| המשולש: אי־שיוויון

ש כך [a, b] ב אינטגרבילית f מצאו .c > 0 ויהי [a, b] על אינטגרבילית g תהי (ג)

.
∫ b
a
f2 = c2 האילוץ תחת מקסימילי

∫ b
a
fg

שלמים. 0 ≤ k ≤ n לכל

(
n
k

)−1

= (n+ 1)
∫ 1

0

xk(1− x)n−kdx ש־ הוכיחו .2

,f רציפה פונקציה לכל הבא: בחישוב השגיאה את מצאו .3∫ 2π

0

f(x) cosxdx
(t=sin x)

=
∫ 0

0

f(arcsin t)dt = 0

לפי מחשבים האינטגרל גבולות ואת ,t = sinx המשתנים בשינוי משתמשים כאשר
.x = 0⇒ t = 0, x = 2π ⇒ t = 0

מתבדרים? או מתכנסים הבאים אמיתיים הלא האינטגרלים האם .4

(a)
∫ ∞

0

dx

1 + (x sin 5x)2
; (b)

∫ ∞
0

dx

x(lnx)2
; (c)

∫ ∞
−∞

x2

1 + 3x6
dx ;

(d)
∫ 1

0

dx

lnx
; (e)

∫ ∞
1

√
x dx√

1 + 5x4
; (f)

∫ ∞
0

| sinx|
2x

dx ;

(g)
∫ ∞

0

sin(5x3)dx ; (h)
∫ ∞

0

sinx
xp

dx, p ∈ R ; (i)
∫ ∞

0

x sin e2x dx ;

(j)
∫ 1

0

lnx
1− x2

dx ; (k)
∫ ∞

0

ln(1 + x)
xp

, p > 0 .

ש־ הוכיחו .5∫ ∞
0

cosx
1 + x

dx =
∫ ∞

0

sinx
(1 + x)2

dx,

בתנאי. רק והשני בהחלט, מתכנס האינטגרלים אחד אך

1



לא אך סופי,
∫∞
0
f(x)dx ש־ כך ורציפה אי־שלילית לפונקציה דוגמא מצאו (א) .6

. lim
x→∞

f(x) הגבול קיים

חסומה? לא f אך סופי,
∫∞
0
f(x)dx ש־ ייתכן האם (ב)

מתכנס.
∫ ∞
a

f ש־ כך יורדת פונקציה f : [a,∞)→ R תהי .7

. lim
x→∞

f(x) = 0 כי הוכיחו (א)

(
∞∑

n=n0

f(2n)2n <∞ ש־ קודם הראו (רמז: . lim
x→∞

xf(x) = 0 שאפילו הוכיחו (ב)

ש־ הוכיחו וחסומה. רציפה פונקציה f → [0,∞)→ R תהי F .8

lim
h→∞

h

∫ ∞
0

e−hxf(x) dx = f(0).

2
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5 מס' תרגיל ־ 2 חדו"א

,g רציפה פונקציה ולכל ,f וגזירה קמורה פונקציה לכל ינסן: אי־שיוויון את הוכיחו .1

f

(∫ 1

0

g(x)dx
)
≤
∫ 1

0

f(g(x))dx

(.f(t) ≥ f(c) + f ′(c)(t− c) אזי .c =
∫ 1

0
g(x)dx נסמן (רמז:

וחיובית. גזירה פונקציה f : [0,∞)→ R תהי .2

מתכנס.
∫∞
0
f ש־ הוכיחו ושלילי. קיים lim

x→∞
(log f)′(x) ש־ נניח (א)

. lim
x→∞

f(x) = 0 ש־ הוכיחו חסומה. f ′ וש־ מתכנס
∫∞
0
f ש־ נניח (ב)

הבאים: הטורים התכנסות את חקרו :1 מחדו"א תזכורת .3

(a)
∞∑
n=1

[
1− cos

(
1
n

)]
log n ; (b)

∞∑
n=1

[
sin
(

1
n

)
− a

n

]
;

(c)
∞∑
n=1

∫ 1/n

0

x sinxdx
x3 + 1

; (d)
∞∑
n=1

ahn , hn = 1 +
1
2

+ . . .+
1
n

;

(e)
∞∑
n=1

(−1)b
√
nc sin

(
1
n

)
; (f)

∞∑
n=2

1
(log n)logn

; (g)
∞∑

n=10

1
(log n)log logn

מתכנסת,
∏∞
n=1 an האינסופית שהמכפלה אומרים מספרים. סדרת {an}∞n=1 תהי .4

.P ל־ מתכנסת Pn :=
∏n
k=1 ak החלקיות המכפלות שסדרת כך P 6= 0 קיים אם
הוכיחו: לאפס. מתבדרת שהמכפלה אומרים Pn → 0 אם

.an → 1 אז מתכנסת,
∏∞
n=1 an המכפלה אם (א)

מתכנס.
∞∑
n=1

ln an הטור או"א מתכנסת
∏∞
n=1 an אז ,n לכל an > 0 אם (ב)

מתכנס.
∞∑
n=1

cn הטור או"א מתכנסת
∏∞
n=1 an אזי ,an = 1 + cn ≥ 1 אם (ג)

חסומה. f אז חסומה, השתנות בעלת f : [a, b]→ R אם כי הוכיחו (א) .5

הפונקציה ,p ∈ R ערכי לאילו (ב)

fp(x) =

{
0, x = 0
xp cos(πx ), 0 < x ≤ 1

? [0, 1] ב־ חסומה השתנות בעלת היא

1



ברציפות גזירה y = f(x) כן וכמו [a, b] בקטע ברציפות גזירות x(t), y(t) ש נניח .6
L(x(t), y(t), [a, b]) העקומה כי הוכיחו .(t ∈ [a, b] לכל y(t) = f(x(t)) (ומתקיים

אורך בעלת היא

l =
∫ x(b)

x(a)

√
1 + f ′(x)dx

הבאות: המסילות אורך את חשבו .7

γ : [0, π6 ]→ R2 ,γ(t) = (t, ln(cos t)) (א)

.γ : [0, 2π]→ R2 ,γ(t) = ((1 + cos t) cos t, (1 + cos t) sin t) (ב)

.γ : [0, 1]→ R2 ,γ(t) =
(
e
√
t+5, e

√
t+5
)

(ג)

ברציפות. גזירה עקומה γ : [a, b]→ R2 תהי .8

כאשר
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 לפחות הוא העקומה שאורך הוכיחו (א)
.γ(a) = (x1, y1), γ(b) = (x2, y2)

עולה פונקציה ϕ : [α, β] → [a, b] תהי בפרמטריזציה: תלוי לא העקומה אורך (ב)
.γ לאורך שווה γ̃ שאורך הוכיחו .γ̃(s) = γ(ϕ(s)) נסמן ברציפות. וגזירה

2































תשע"א ב', סמסטר

6 מס' תרגיל ־ 2 חדו"א

שווה? במידה היא ההתכנסות מקרים באילו הבאות. הפונקציות סדרות של הגבולות את חשבו .1

.[0,∞) ב־ fn(x) = n
√

1 + xn (א)

.[0, 1] ב־ fn(x) =
nx

1 + n2x2
(ב)

.A > 0 עבור [−A, A] הקטע (ii) ,R כל (i) ב־ fn(x) =
(

1− x2

n

)n

(ג)

fn(x) =
√

n + 1 sinn(x) cos(x) (ד)

הוכיחו: .f לפונקציה E ב במ"ש המתכנסת פונקציות סדרת {fn : E → R} תהי .2

supE fn → supE f (א)

infE fn → infE f (ב)

an → L מתכנסת סדרה נתונה .f ל במ"ש המתכנסת רציפות פונקציות סדרת {fn : [a, b] → R} תהי .3
fn(an)→ f(L) ש הוכיחו .[a, b] ב איבריה שכל

שווה: במידה מתכנסים הבאים הפונקציות טורי האם בדקו .4

R ב־
∞∑

n=1

x2

(1 + x2)n
(ב) q < 1 עבור [−q, q] ב־

∞∑
n=0

nxn−1 (א)

[0,∞) ב־
∞∑

n=0

e−|x−n| (ד) R ב־
∞∑

n=1

(−1)n−1x2

(1 + x2)n
(ג)

[0,∞) ב־
∞∑

n=1

x2e−nx (ו)
1
2
≤ |x| ≤ 2 עבור

∞∑
n=1

n2

√
n!

(xn + x−n) (ה)

(0,∞) ב־
∞∑

n=1

min
(

xn! ,
1

xn!

)
(ז)

.[0, 1] ב־ במ"ש fn → f ש־ הוכיחו .fn(x) = f( 1
nbnxc) ונגדיר רציפה, פונקציה f : [0, 1] → R תהי .5

מדרגה). פונקציות ע"י שווה במידה רציפה פונקציה לקרב אפשר (כלומר,

רציפה. לפונקציה במ"ש המתכנסות רציפות שאינן פונקציות לסדרת דוגמא מצאו (א) .6

רציפה. לפונקציה במ"ש לא המתכנסות רציפות פונקציות לסדרת דוגמא מצאו (ב)

גזירות פונקציות סדרת {fn : [a, b] → R} תהי הבאה: הטענה את והוכיחו דיני, משפט בהוכחת היזכרו .7
ש־ כך M > 0 שקיים נניח .f לפונקציה נקודתית המתכנסת

sup
n

sup
x∈[a,b]

|f ′n(x)| ≤M

שווה. במידה היא ההתכנסות אזי

.P (x) לפונקציה R בכל שווה במידה המתכנסת פולינומים סדרת {Pn(x)} תהי .8

פולינום. הוא P (x) כי הראו (א)

רציפות? פונקציות של פולינומיאלי קירוב על ויירשטראס משפט עם מסתדר זה איך (ב)

1
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6 מס' לתרגיל נבחרים פתרונות ־ 2 חדו"א

כן כמו .fn(x) → x ,x ∈ [1,∞) ועבור fn(x) → 1 x ∈ [0, 1] שעבור לוודא קשה לא (א) .1
x ∈ [0, 1] עבור מתקיים: ומלגרנז' היות במ"ש היא ההתכנסות

|fn(x)− 1| = 1

n
· 1 + xn − 1

x
1− 1

n
1

≤ 1

n

ההתכנסות לכן .x ∈ [x,∞) לכל |fn(x)−x| ≤ 1
n
דומה באופן .1 ≤ x1 ≤ 1+xn עבור

במ"ש. היא

.xn = 1
n
הצבת ע"י במ"ש אינה אך 0 ל היא הנקודתית ההתכנסות (ב)

משפט תנאי מתקיימים [−A,A] סגור קטע כל עבור .e−x2
ל הא הנקודתית ההתכנסות (ג)

, lim
x→∞

f(x) = 0 ו־ היות במ"ש התכנסות אין כולו הישר על במ"ש. התכנסות יש ולכן דיני

. lim
x→∞
|f(x)− fn(x)| =∞ ולכן lim

x→∞
fn(x) = ±∞

| cosx| = 0 מתקיים | sinx| = 1 עבור .0 ל נקדותית התכנסות יש | sinx| < 1 עבור (ד)
הצבת .tan2 xn = n ב הוא שהמקסימום מקבלים גזירה ע"י .0 ל ההתכנסותהיא שוב ולכן

נותנת: המקסימום

|fn(xn)− 0| =
√
n+ 1 tann xn cosn+1 xn =

√
n+ 1 · nn/2 · [ 1

n+ 1
](n+1)/2 =

= (1− 1

n+ 1
)n/2 → 1√

e

במ"ש. התכנסות אין ולכן

נותן הימני האגף .f(x) − ε ≤ fn(x) ≤ f(x) + ε מתקיים מסוים ממקום החל מהנתון, (א) .2
תחילה נותן השמאלי האגף .sup fn(x) ≤ sup f(x) + ε ולכן fn(x) ≤ sup f(x) + ε ש

קיבלנו סה"כ .sup f(x)− ε ≤ sup fn(x) ואז f(x)− ε ≤ sup fn(x)

| sup f(x)− sup fn(x)| ≤ ε

.sup fn(x)→ sup f(x) כלומר

הקודם. לסעיף דומה באופן (ב)

N קיים כעת, .|f(x) − f(L)| < ε
2
אז |x − L| < δ שאם כך δ > 0 קיים L ב־ f מרציפות .3

שהחל M קיים במ"ש מהתכנסות כן כמו .|f(an)− f(L)| < ε
2
ולכן |an−L| < δ ממנו שהחל

מתקיים M ל N בין מהמקסימום החל לכן .|f(x)− fn(x)| < ε
2
ממנו

|fn(an)− f(L)| ≤ |f(an)− f(L)|+ |f(an)− fn(an)| < ε

כנדרש.

1



טור הוא
∞∑

n=1

nqn−1 וכן |nxn−1| ≤ nqn−1 מתקיים x ∈ [−q, q] לכל במ"ש: מתכנס (א) .4

במ"ש. מתכנס המקורי הטור ,M מבחן ע"פ מתכנס.

ששארית כך {xN} נקודות סדרת נמצא זאת להראות כדי שווה. במידה מתכנס אינו הטור (ב)
כי לב נשים .RN(x) =

∑∞
n=N

x2

(1+x2)n 6→
N→∞

0 הטור

∞∑
n=N

x2

(1 + x2)n
= x2

{
∞∑

n=0

1

(1 + x2)n
−

N−1∑
n=0

1

(1 + x2)n

}
= x2

{
1

1− 1
1+x2

−
1− 1

(1+x2)N

1− 1
1+x2

}

= x2

(
1

(1+x2)N−1

)
x2

=
1

(1 + x2)N−1

lim
N→∞

RN(xN) 6= כלומר ,RN(xN) = 1
(1+ 1

N−1
)N−1 ≈ 1

e
נקבל xN = 1√

N−1
נבחר אם כעת,

.0

כמו נקודתית). התכנסות יש (כלומר 0 ל יורדת מונוטונית x2

(1+x2)n הסדרה קבוע, x לכל (ג)
יש n לכל xn המקסימום נקודות את מציבים ואם מאחר 0 ל במ"ש מתכנסת הסדרה כן

במ"ש. מתכנס הטור לייבניץ, מקריטריון כעת, .0 ל התכנסות

מתכנסת
∑∞

n=N e
−|x−n| הטור שארית אם ורק אם במ"ש מתכנס

∑∞
n=1 e

−|x−n| הטור (ד)
xN = N+1 הנקודות סדרת עבור אך, במ"ש). להתכנסות קושי מבחן בעצם (זה 0 ל במ"ש

נקבל
∞∑

n=N

e−|xN−n| ≥ 1

e

במ"ש. מתכנס איננו הטור כלומר,

לכן, .|xn + x−n| ≤ |x|n + |x|−n ≤ 2 · 2n = 2n+1 מתקיים ,1
2
≤ |x| ≤ 2 ו היות (ה)

.

∣∣∣∣ n2

√
n!

(xn + x−n)

∣∣∣∣ ≤ n2

√
n!

2n+1

הטור ,Mממבחן־ לכן, זאת). (ודאו ד'למברט מבחן ע"פ מתכנס,
∑∞

n=1
n2
√

n!
2n+1 הטור

במ"ש. מתכנס המקורי

x ≥ 0 לכל לכן, .xn = 2
n
ב הוא שהמקסימום מוצאים x2e−nx הפונקציה חקירת ע"י (ו)

מתקיים

.|x2e−nx| = x2e−nx ≤
(

2

n

)2

e−2

במ"ש. מתכנס המקורי הטור ולכן מתכנס
∑(

2
n

)2
e−2 הטור

הטור .fn(x) = min{xn!, 1
xn!
} = 1

xn!
≤ 1

n!
כי מתקיים x ≥ 1 בתחום כי לב נשים (ז)

הטור 0 < x < 1 בתחום אך, זה. בתחום במ"ש מתכנס המקורי הטור ולכן מתכנס
∑

1
n!

2



Rk(xk) הטור שארית ולכן fk(xk) = 1 אזי .xk = 1
k!

בסדרה נתבונן במ"ש. מתכנס איננו
מקיימת

Rk(xk) =
∞∑

n=k

fn(xk) ≥ fk(xk) = 1

.(0, 1) בתחום במ"ש מתכנס אינו הטור ולכן

שלכל כך N > 0 קיים לכן, במ"ש. רציפה ולכן [0, 1] על רציפה f הפונקציה .ε > 0 יהי .5
n > N לכל כי לב נשים .f(x) − f(y) < ε מתקיים |x − y| < 1

N
המקיימים x, y ∈ [0, 1]

מתקיים

.x =
1

n
xn ≤ 1

n
[xn] ≤ 1

n
(xn+ 1) = x+

1

n

ולכן |x− 1
n
[xn]| < 1

n
< 1

N
כלומר

|f(x)− f
(

1

n
bnxc

)
| < ε

.fn ⇒ f כלומר ,x ∈ [0, 1] לכל

היא דריכלה, פונקצית היא D(x) כאשר ,[0, 1] בקטע fn(x) = 1
n
D(x) הפונקציות סדרת (א) .6

זאת). (ודאו 0 ל במ"ש מתכנסות בבירור אך רציפות, אינן אשר פונקציות סדרת

כנ"ל: פונקציות סדרת בתרגול ראינו (ב)

fn(x) =


nx 0 ≤ x ≤ 1

n

−nx+ 2 1
n
≤ x ≤ 2

n

0 2
n
≤ x ≤ 1

.(1 ערך עם נקודות יהיו (תמיד במ"ש מתכנסת איננה אך 0 ל נקודתית מתכנסת

מתקיים: עבורו M > 0 קיים לגרנז', ומשפט הנתון שע"פ לב נשים כל, ראשית .7

(1) |fn(x)− fn(x0)| ≤M |x− x0|

מ אזי, .ε > 0 ויהי x0 ∈ [a, b] יהי רציפה. f ש נראה כעת, .x, x0 ∈ [a, b] ולכל n ∈ N לכל
כמו .|fn(x) − fn(x0)| < ε/3 מתקיים x0 של δ בסביבת x שלכל כך δ > 0 שקיים נובע (1)

מתקיים כן,

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f(x0)|

והאחרון הראשון שהמחובר כך גדול מספיק n לבחור אפשר נקודתית, מתכנסת {fn} ו־ היות
כלומר ,f ל במ"ש מתכנסת איננה fn ש בשלילה נניח כעת, רציפה. f ולכן, ε/3 מ קטנים יהיו

מתקיים n שלכל כך {xn} ⊂ [a, b] נקודות סדרת וקיימת ε0 > 0 קיים

|fn(xn)− f(xn)| ≥ ε0

3



מתקיים .x0 ∈ [a, b] לנקודה המתכנסת {xnk
} תת־סדרה לה יש חסומה, {xn} והסדרה מאחר

(2) |fnk
(xnk

)− f(xnk
)| ≤ |fnk

(xnk
)− fnk

(x0)|+ |fnk
(x0)− f(x0)|+ |f(x0)− f(xnk

)|

שעבור נובע (1) מ כן, כמו .|f(x0)− f(xnk
)| < ε0/3 עבורו מספיק, גדול k קיים ,f מרציפות

נקודתית מהתכנסות לבסוף, .|fnk
(xnk

) − fnk
(x0)| ≥ M |xnk

− x0| < ε0/3 מספיק גדול k
נותן (2) ב הא"ש סה"כ, .|fnk

(x0)− f(x0)| < ε0 מתקיים גדול מספיק k שעבור נובע fn) של

|fnk
(xnk

)− f(xnk
)| < ε0

.[a, b] ב f ל במ"ש מתכנסת fn לכן, שלנו. להנחה בסתירה וזאת

מתקיים n,m ≥ N שלכל כך טבעי N קיים ε > 0 לכל במ"ש, להתכנסות קושי קריטריון ע"פ .8

|Pn(x)− Pm(x)| < ε

כי נזכר .R ב (ε (ע"י החסום פולינום, הוא Pn(x) − Pm(x) כי לב נשים .x ∈ R לכל וזאת
מ החל כי נובע מכאן קבועה). פונקציה (כלומר קבוע פולינום הוא אם רק חסום R ב פולינום

מתקיים n > N לכל כלומר בקבוע. מזה זה נבדלים בסדרה פולינומים שני כל ,N

.Pn(x) = PN(x) + an

לכן .a = P (0) − PN(0) והוא a = lim
n→∞

an הגבול קיים נקודתית, מתכנסת Pn(x)ו היות

פולינום. היא כלומר ,P (x) = PN(x) + a מקיימת הגבולית הפונקציה

4
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. lim
n→∞

∫ x

0

fn(t)dt את חשבו ,x ∈ [0, 1] ו־ ,fn(x) = nx/(1 + nx) עבור (א) .1

כמובן)? הסכום, של נגזרת (ולקבל ?
∞∑
n=1

arctan
x

n2
הטור את איבר־איבר לגזור מותר האם (ב)

.m,n ≥ 0 לכל
∫ 1

0

xn lnm x dx =
(−1)mm!

(n+ 1)m+1
ש־ הוכיחו (א) .2

ש־ הוכיחו ∫(ב) 1

0

x−xdx =
∞∑
n=1

n−n

.(.x−x = e−x ln x =
∞∑
n=0

(−1)n

n!
xn lnn x (רמז:

שהטור הראו .3
∞∑
n=1

(−1)n√
n

arctan
(
x√
n

)
.R על ברציפות גזירה פונקציה ומגדיר x בכל מתכנס

הוכיחו .x0 ∈ R בנקודה מתכנס שהטור נתון בנוסף, .n לכל 0 < λn < λn+1 כאשר ,
∞∑
n=0

ane
−λnx נתון .4

.[x0,∞) ב־ במ"ש מתכנס שהטור

מתכנס
∑
gn(x) ש נניח .D בתחום {gn(x)} ,{fn(x)} פונקציות סדרות נתונות :Abel מבחו את הוכיחו .5

אזי, .x ∈ D וכל n לכל |fn(x)| ≤ L וש־ מונוטונית {fn(x)} ,x ∈ D שלכל נניח .D ב במ"ש
הבאה: בהדרכה העזרו .D ב־ במ"ש מתכנס

∑
fn(x)gn(x)

ו־ α1, ..., αm מספרים סדרות שתי עבור :(Abel של (הטרנספורמציה הבאה הלמה את הוכיחו (א)
.Bk = β1 + · · ·+ βk כאשר ,

∑m
i=1 αiβi = αmβm −

∑m−1
i=1 (αi+1 − αi)Bi מתקיים β1, ..., βm

אזי 1 ≤ k ≤ m לכל |Bk| ≤ M ו־ מונוטונית סדרה היא α1, ..., αm בנוסף, שאם הוכיחו (ב)
|
∑m
i=1 αiβi| ≤M(2|αm|+ |α1|)

וכל נתון ε (עבור |
∑m
i=1 gn+i(x)| < ε

3L מסוים nמ־ שהחל להראות כדי קושי בקריטריון השתמשו (ג)
.D ב במ"ש מתכנס

∑
fn(x)gn(x) ש להסיק כדי הקודם בסעיף והשתמשו (x ∈ D

1
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ולכן fn(x) =
nx

1 + nx
= 1− 1

1 + nx
מתקיים כי לב נשים (א) .1

.

∫ x

0

fn(t) dt = x− ln(1 + nx)

n

נקבל מכאן

lim
n→∞

∫ x

0

fn(t) dt = x− lim
n→∞

ln(1 + nx)

n
= x

לתוך הגבול עם להכנס הצדקה אין ולכן במ"ש מתכנסת איננה הסדרה כי לב שימו הערה:
התוצאה. אותה שמתקבלת פי על אף האינטגרל,

מתקיים: כן, כמו .0 ל נקודתית מתכנס
∑

arctan( x
n2 ) הטור x = 0 ב ראשית, (ב)

f ′n(x) = [arctan(
x

n2
)]′ =

1

1 + x2/n4
· 1

n2
=

1

n2 + x2

n2

≤ 1

n2

אפשר שאי לב שימו כעת, .R ב במ"ש מתכנס
∑
f ′n(x) הטור ויירשטראס, ע"פ לכן,

במ"ש מתכנס
∑
fn המקורי שהטור ולהסיק איבר־איבר גזירה בדבר המשפט את להפעיל

x ∈ R עבור אבל, הטור). בשארית והתבוננו xn = n2 את קחו לא: הוא (ואכן R ב
בדבר המשפט בתנאי עומדים אנו ושם, x את המכיל [−M,M ] סגור קטע נבחר כלשהו,

הסכום. לנגזרת מתכנס הנגזרות שטור להסיק וניתן איבר־איבר, גזירה

נותן בחלקים באינטגרציה שימוש .Im,n =

∫ 1

0

xn lnm(x)dx נסמן (א) .2

Im,n =

[
xn+1

n+ 1
· lnm(x)

]1

0

− m

n+ 1

∫ 1

0

xn lnm−1 dx = − m

n+ 1
Im−1,n

Im,n =
(−1)m ·m!

(n+ 1)m+1
ולכן I0,n = 1

n+1
נותן פשוט חישוב .Im,n =

(−1)m ·m!

(n+ 1)m
· I0,n ולכן

קיצון נקודות חיפוש אכן, .[0, 1] ב במ"ש מתכנס הרמז של ימין באגף שהטור נראה ראשית, (ב)
והיא הקטע בפנים אחת קיצון נקודת יש כי נותן גזירה) (ע"י xn · lnn(x) הפונקציה של

ממבחן לכן, .
∣∣∣ (−1)n

n!
xn · lnn(x)

∣∣∣ ≤ 1
en·n!

ולכן מתאפסת הפונקציה בקצוות כן, כמו .1
e
ב־

1



איבר־איבר אינטגרציה לבצע ניתן כעת, במ"ש. מתכנס שהטור נובע וויירשטראס, של M
השאלה): של הראשון בסעיף שימוש (תוך ∫ולקבל 1

0

x−xdx =
∞∑
0

(−1)n

n!
·
∫ 1

0

xn lnn(x)dx =
∞∑
n=0

(−1)n

n!
·(−1)n· n!

(n+ 1)n+1
=
∞∑
n=1

n−n

כנדרש.

.0 ל נקודתית מתכנס
∑ (−1)n

√
n

arctan( x√
n
) הטור x = 0 ב א', סעיף 1 לשאלה בדומה ראשית, .3

מתקיים: כן, כמו

f ′n(x) = [
∑ (−1)n√

n
arctan(

x√
n

)]′ = (−1)n
1

n+ x2

במ"ש מתכנס
∑
f ′n(x) הטור כי לייבניץ מקריטריון נובע ,0 ל מונוטונית יורד 1

n+x2 ו־ היות
לגזור וניתן גזיר במ"ש, מתכנס המקורי הטור [−M.M ] סגור קטע בכל משפט, ע"פ לכן, .R ב
.R על פונקציה מגדיר הטור ולפיכך, x ∈ R בכל נקודתית מתכנס הטור בפרט, איבא־איבר.
סגור) קטע בכל (שוב, במ"ש המתכנס רציפות פונקציות של טור הוא הנגזרות וטור היות בנוסף,

ברציפות. גזירה פונקציה מגדיר המקורי הטור לכן רציפה. לפונקציה מתכנס הוא כי נובע

מתקיים x ≥ x0 לכל .4∑
ane

λnx =
∑

ane
−λnx0e−λn(x−x0)

הטור הנתון, ע"פ כן, כמו .λn < λn+1, ... הנתון ע"פ n ב מונוטונית e−λnx0 הפונקציה
.[x0,∞) ב במ"ש מתכנס הטור ,Abel קריטריון ע"פ לכן, מתכנס.

∑
ane

−λnx0

מתקיים .β0 = 0 נגדיר (א) .5
m∑
i=1

αiβi =
m∑
i=1

αi(Bi −Bi−1) =
m∑
i=1

αiBi −
m∑
i=1

αiBi−1 =

= αmBm +
m−1∑
i=1

αiBi −
m−1∑
i=1

αi+1Bi = αmBm +
m−1∑
i=1

(αi+1 − αi)Bi

מתקיים {αi} הסדרה ממונוטוניות כי לב נשים (ב)

m−1∑
i=1

|αi+1 − αi| = |
m−1∑
i=1

αi+1 − αi| = |αm − α1| ≤ |α1|+ |αm|

כי נובע א מסעיף

|
m−1∑
i=1

αiβi| ≤ |αm||Bm|+
m−1∑
i=1

|αi+1 − αi||Bm| ≤

≤M(|αm|+
m−1∑
i=1

|αi+1 − αi|) ≤M(2|αm|+ |α1|)

2



שלכל כך N קיים קושי קריטריון ע"פ ולכן D ב במ"ש מתכנס
∑
gn(x) .ε > 0 יהי (ג)

מתקיים m ∈ N ולכל n > N

|
m∑
i=1

gn+i(x)| <
ε

3L

מתקיים ב', מסעיף .x ∈ D לכל

|
m∑
i=1

fn+i · gn+i| ≤
ε

3L
(2|fn+m(x)|+ |fn+1(x)|) ≤ ε

.D ב במ"ש מתכנס
∑
fn(x)gn(x) הטור קושי, קריטריון ע"פ ולכן,

3
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התכנסות: רדיוס וחשבו הבאים, החזקות לטורי סכום) (בלי סגורים ביטויים מצאו .1

(a)
∞∑

n=0

x2n

(2n)!
, (b)

∞∑
n=1

xn

n(n + 1)
, (c)

∞∑
n=0

x4n+1

4n + 1

התכנסות: רדיוס ומצאו הבאות, הפונקציות את (x0 = 0 (סביב חזקות לטור פתחו .2

(a) log

(√
1 + x

1− x

)
, (b) (1 + x2) arctan(x), (c)

∫ x

0

sin t

t
dt

(d)
x

(1− x)(1− x2)
, (e) sin3 x

טריגונומטריות). זהויות באמצעות sin3 x את לפשט (כדאי

ש־ כך ,R בכל שמתכנס ,f(x) =
∑∞

k=0 akx
k חזקות טור מצאו .3

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(x) = f(x) ∀x (א)

f(0) = 1, f ′(0) = 1, f ′′(x) = −f(x) ∀x (ב)

ש־ הוכיחו .f(x) =
∑∞

n=0 anx
n נסמן .1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . פיבונצ'י: סדרת {an}∞n=0 תהי .4

סדרת את ורשמו חלקיים לשברים הפרוק את מצאו ההתכנסות, בתחום f(x) = 1/(1−x−x2)
הנדסיות. סדרות שתי של כסכום פיבונצ'י

מתקיים: x ≥ 0 ולכל n שלכל כך פעמים, אינסוף גזירה פונקציה f : R→ R תהי .5

f (n)(x) ≥ 0

בכל היא ההתכנסות האם .R+ ב f ל־ מתכנס הראשית סביב f של טיילור שטור הוכיחו
ש־ ולהראות טיילור, בטור לשארית האינטגרלית בנוסחא להשתמש אפשר רמז: הישר?

Rn(x) ≤ (x/y)n+1 Rn(y) ≤ (x/y)n+1 f(y)

.0 < x < y לכל

חזקות: טורי באמצעות הבאים, הסכומים את חשבו .6

(a)
∞∑

n=1

n

2n
, (b)

∞∑
n=1

n2

3n
, (c)

∞∑
n=1

1

n23n
.

1



שמכפלת כך R1, R2 התכנסות רדיוסי עם
∑∞

n=0 bnx
n ו־

∑∞
n=0 anx

n חזקות טורי שני מצאו .7

ומתקיים R התכנסות רדיוס בעלת (cn =
∑

i+j=n

aibj)
∑∞

n=0 cnx
n שלהם קושי

R > min{R1, R2} (א)

R = min{R1, R2} (ב)

max{R1, R2} < R <∞ (ג)

שאם הוכיחו רמז: צ'זרו. סכום ללא אך סופי, Abel סכום בעל מספרים לטור דוגמה מצאו .8
.an/n→ 0 אז צ'זרו, לפי מתכנס

∑∞
n=0 an

2
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המרוכב במישור ציירו .z4 = 16i ,z3 = −1 למשוואות: המרוכבים הפתרונות כל את מצאו (א) .1
המתקבלים. הפתרונות את

. n
n+i

+ (−i)n ,
in

n
מתכנסות: הבאות הסדרות האם קבעו (ב)

מתקיים: z 6= 1 מרוכב מספר שלכל הוכיחו (א) .2

N∑
n=0

zn =
1− zN+1

1− z

.
N∑
n=0

cos(nθ) ל־ סגורה נוסחה בעזרתו מצאו .θ ∈ R עבור
N∑
n=0

eiθn הסכום את חשבו (ב)

{zn + wn} גם אז מרוכבים, מספרים של מתכנסות סדרות שתי {zn}, {wn} שאם הוכח (א) .3
מתכנסת.

מרוכבים מספרים שסדרת הוכיחו מרוכבים. מספרים של סדרה עבור קושי סדרת הגדירו (ב)
מרוכב טור של בהחלט שהתכנסות הסיקו קושי. סדרת היא אם ורק אם מתכנסת

במרוכבים. גם ,(
∑

n zn <∞) הטור של רגילה התכנסות גוררת (
∑

n |zn| <∞)

ע"י: gל־ f בין פנימית מכפלה נגדיר רימן. אינטגרביליות f, g : [−π, π]→ C תהיינה .4

חשבו: .〈f, g〉 =
1

2π

∫ π

−π
f(t)g(t)dt

.〈t2 + it3, t〉 (א)

.n,m ∈ Z כאשר ,〈eint, eimt〉 (ב)

.n ∈ Z ,〈t, eint〉 (ג)

מסמנים כזכור, .[0, 2π] על רימן אינטגרבילית 2π־מחזורית, פונקציה f : R → C תהי .5
.f של n ה־ פורייה מקדם ,f̂(n) = (2π)−1

∫ 2π

0
f(t)e−intdt

.n ∈ Z לכל ̂(f + g)(n) = f̂(n) + ĝ(n) כי הוכיחו (א)

.f̂(−n) = f̂(n) אזי ממשית. פונקציה f ש־ נניח (ב)

1



.f̂a(n) = einaf̂(n) ש־ הראו .fa(t) = f(t+ a) נסמן a ∈ R עבור (ג)

.f של nה־ פורייה מקדם הוא f̂(n) כרגיל, .[0, 2π] ב אינט' 2π־מחזורית, f : R→ C תהי .6

כלומר, .f̂(n) = o(n−p) מתקיים ,p > 0 שלכל הוכיחו פעמים. אינסוף גזירה f ש־ נתון (א)
.p > 0 לכל lim

n→±∞
npf̂(n) = 0

.f̂ ′(n) = inf̂(n) ש־ ודאו .[0, 2π] ב־ אינטגרבילית f ′ וש־ גזירה, f ש־ נניח (ב)

נסמן .[0, 2π] על רימן אינטגרביליות 2π־מחזורית, פונקציות f, g : R→ C תהיינה .7
.SNf(t) =

∑N
n=−N f̂(n)eint

ש־ והסיקו בכיתה שהוכח במשפט השתמשו .x0 ∈ R נקודה של בסביבה f ≡ 0 ש־ נניח (א)
.n→∞ כאשר Snf(x0)→ 0

טור התכנסות של הלוקאליזציה תכונת את הוכיחו .x0 ∈ R של בסביבה f ≡ g ש־ נניח (ב)
.Sng(x0)→ g(x0) אם ורק אם Snf(x0)→ f(x0) פורייה:

x, y ∈ [a, b] נקודות שתי שלכל כך K > 0 קיים אם [a, b] בקטע ליפשיץ פונקציית היא f כזכור, .8
.f ∈ Lip[a, b] נסמן .|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y| מתקיים

.f ∈ Lip[a, c] כי הוכיחו .f ∈ Lip[b, c] וגם f ∈ Lip[a, b] ש־ נתון (א)

נניח .c ∈ (a, b) אחת לנקודה פרט (a, b) ב־ וגזירה ,[a, b] בקטע רציפה פונקציה f תהי (ב)
ש־ הוכיחו גזירה. הפונקציה שבו x ∈ (a, b) לכל |f ′(x)| < M ש־ כך M > 0 שקיים

.f ∈ Lip[a, b]

נקודתית? היא ההתכנסות האם הבאות. 2π־מחזוריות ה־ הפונקציות של פורייה פיתוח את חשבו .9

.x ∈ [−π, π) עבור ,[0, π] ב f(x) = x(π − x) שמקיימת האי־זוגית הפונקציה (א)

.x ∈ [−π, π) עבור f(x) = sgn(x) (ב)

x ∈ [−π, π) עבור f(x) = χ[−π
2
,π
2
](x) =

{
1, x ∈ [−π

2
, π

2
]

0, x 6∈ [−π
2
, π

2
]
(ג)

2



תשע"א ב', סמסטר

9 מס' לתרגיל נבחרים פתרונות ־ 2 חדו"א

המשוואה .r ≥ 0, θ ∈ [0, 2π] כש־ z = reiθ נניח המשוואות. את קוטבית בצורה נכתוב (א) .1
והזווית זהה הרדיוס אז זהים, קוטבית בהצגה מספרים שני אם .r3ei3θ = 1 ·eiπ הראשונה:
.3θ = π + 2πk ,(!r > 0 (כי r = 1⇐ r3 = 1 לכן: .2π של כפולות הוספת כדי עד זהה
קצת עם הביטויים את לחשב ניתן .zk = ei(

π+2πk
3

), k = 0, 1, 2 פתרונות שלושה יש לכן
טריגונומטריה.

θk = ,r = 2 לכן ,r4ei4θ = 16eiπ/2 קוטבית): בצורה (שוב, היא השניה המשוואה
.2eiθk , k = 0, 1, 2, 3 הם הפתרונות .π/2+2πk

4
= π

8
+ πk

2
, k = 0, 1, 2, 3

.| in
n
− 0| = 1

n

n→∞−→ 0 מוחלט שבערך כיוון הגדרה, לפי לאפס מתכנסת הראשונה הסדרה (ב)
(כמו n

n+i
= 1

1+i/n

n→∞−→ 1 מתכנסת האחת סדרות: שתי של סכום היא השניה הסדרה

גבולות 4 לה יש כי מתכנסת, אינה (−i)n השניה .( i
n

n→∞−→ 0 עשינו, עתה שזה הסדרה
.(1,−i,−1, i מהערכים אחד כל לקבל נוכל ,4 מודולו n של בערכו (כתלות שונים חלקיים

התכנסות. אין לכן שונים, חלקיים גבולות 4 יש שלסכום נקבל הכל בסך

ש־ כיוון .(1 − z)(1 + z + · · · + zN) = 1 − zN+1 ש־ לבדוק ניתן סוגריים פתיחת ע"י (א) .2
הנדרשת. הזהות את ולקבל מרוכב), (כמספר בו לחלק ניתן ,1− z 6= 0

θ = 0 אם .θ ∈ [0, 2π) עבור ההתנהגות את לנתח די 2πמחזוריות־ שהפונקציות כיוון (ב)

מהסעיף בנוסחה להשתמש וניתן z = eiθ 6= 1 אחרת, .
N∑
n=0

1 = N + 1 הוא הסכום

נקבל: הנ"ל הסכום של ממשי חלק נקח אם .
N∑
n=0

einθ =
1− ei(N+1)θ

1− eiθ
הקודם:

1 + cos(θ) + . . . cos(Nθ) = Re
(1− ei(N+1)θ)(1− e−iθ)

|1− eiθ|2
=

1− e−θ − ei(N+1)θ + eiNθ

(1− cos θ)2 + sin2 θ
=

1− cos θ − cos(N + 1)θ + cosNθ

2− 2 cos θ
=

1−
sin
(

2N+1
2
· θ
)
sin θ

2

1− cos θ
= 1−

sin
((
N + 1

2

)
θ
)

2 sin θ
2

כאשר |zn − z| → 0, |wn − w| → 0| ש־ כך z, w מרוכבים מספרים קיימים מהנתון, (א) .3
|(zn+wn)−(z+w)| ≤ |z−zn|+ |wn−w| → נקבל המשולש שוויון מאי כעת, .n→∞

.(z + w (ל־ מתכנסת סדרה {zn + wn}ש־ מוכיח וזה ,0 + 0 = 0

כך טבעי N קיים ε > 0 לכל אם קושי סדרת {zn} בממשיים: כמו בדיוק היא ההגדרה (ב)
למרוכבים אוטומטית עוברות המבוקשות התכונות לכן .|zn−zm| < ε :n,m > N שעבור

שינוי). שאין ולאות ממשיים עבור שנעשו ההוכחות את (להעתיק

1



כמובן). הפנימית המכפלה (גם [−π, π] בקטע הוגדרה השאלה שכל נניח .4

.〈t2 + it3, t〉 = 1
2π

∫ π
−π(t

2 + it3)tdt = 1
2π

(0 + i t
4

4
|π−π) = i

4
π3 (א)

.〈eimt, eint〉 = 1
2π

∫ π
−π(cos(mt)+sin(mt))(cos(nt)−i sin(nt))dt = · · · =

{
0, n 6= m

1, n = m
(ב)

(ג)

〈t, eint〉 =
1

2π

∫ π

−π
t(cosnt− i sinnt)dt = 0− i

2π

(
−t cosnt

n
|π−π +

1

n

∫ π

−π
cosntdt

)
=

i

2π

−2π(−1)n

n
=

(−1)n+1

n

האינטגרל. מלינאריות נובע (א) .5

.f̂(n) = 1
2π

∫ 2π

0
f(t)e−intdt = 1

2π

∫ 2π

0
f(t)e−intdt = f̂(−n) (ב)

הגבולות את להחזיר כדי במחזוריות ונשתמש ,r = t+a משתנה חילוף נעשה הבא בחישוב (ג)
.[0, 2π] לקטע

f̂a(n) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t+ a)e−intdt =
1

2π

∫ 2π+a

a

f(r)e−in(r−a)dr =

eina
1

2π

∫ 2π

0

e−inrdr = einaf̂(n)

ברציפות גזירה f כי נובע מהנתון טבעי. k > p נבחר מסויים p > 0 עבור ב': על נתסמך (א) .6
:n 6= 0 שלכל ולקבל פעמים, k ב' בסעיף להשתמש ניתן לכן פעמים. k

f̂(n) =
f̂ ′(n)

in
= · · · = f̂ (k)(n)

(in)k

lim
n→±∞

npf̂(n) = lim
n→±∞

np · f̂
(k)(n)

iknk
= ik lim

n→±∞
f̂ (k)(n) · 1

nk−p
= ik · 0 · לכן:

ש־ בכך כלומר ,f (k) הפונקציה עבור רימן־לבג, במשפט כאן השתמשנו כאשר 0 = 0.

.limn→±∞ f̂ (k)(n) = 0

בחלקים: באינטגרציה נשתמש (ב)

f̂ ′(n) =
1

2π

∫ 2π

0

f ′(t)e−intdt =
1

2π

(
f(t)e−int|2π0 +

∫
f(t)ine−intdt

)
=

0 + in · 1

2π

∫
f(t)e−intdt = inf̂(n).

.2πמחזורית־ היא f(t)e−int שהפונקציה כיוון התאפס הראשון המחובר

2



(למעשה, מקומית ליפשיץ היא f הפונקציה x0 ב־ דיריכלה: במשפט להשתמש ניתן (א) .7
הצדדים, הגבולות לממוצע נקודתית התכנסות יש ולכן ,(0 שווה ונגזרתה שם, גזירה היא

.f(x0) = 0 הוא זה שבמקרה

אך .n→∞ כאשר ,Snh(x0)→ ש־0 נקבל .h = f−g הפונקציה עבור א' בסעיף נשתמש (ב)
Snh(x0) = ולכן: ĥ(n) = f̂(n)− ĝ(n) כלומר לינארי, הוא פוריה מקדמי שחישוב נזכור
מתכנסות סדרות מסכום נקבל ,Snf(x0)→ f(x0) למשל אם לכן, .Snf(x0)− Sng(x0)
שני שצד מובן כנדרש. Sng(x0) = Snh(x0) + Snf(x0) → 0 + f(x0) = g(x0), כי־

דרך. באותה

|f(x)−f(y)| ≤ מתקיים x, y ∈ [a, b] שלכל כך K1 > 0 קבוע קיים ,f ∈ Lip[a, b] ש־ כיוון (א) .8
x, y ∈ [b, c] שלכל כך K2 > 0 קבוע קיים f ∈ Lip[a, b]ש־ כיוון בדומה, .K1|x − y|
תנאי שמתקיים נבדוק .K = max{K1, K2} נגדיר .|f(x)− f(y)| ≤ K2|x− y| מתקיים
ברור. אז x, y ∈ [b, c] או x, y ∈ [a, b] נקח אם :K קבוע עם [a, c] הקטע כל על ליפשיץ

אזי: .x < b < yש־ הגבלה בלי נניח

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(b)|+ |f(b)− f(y)| ≤
≤ K1(b− x) +K2(y − b) ≤ K(b− x+ y − b) = K(y − x).

x, y ∈ [a, c] שלכל ולקבל לגרנז', של הביניים ערך במשפט להשתמש ניתן [a, c] בקטע (ב)
.f ∈ Lip[a, c] לכן .|f(x)−f(y)| = |f ′(w)||x−y| < M |x−y| ש: כך w ∈ (x, y) קיים

הדרוש. את א' מסעיף נקבל קבוע). אותו עם (אפילו f ∈ Lip[c, b] זהה, ∫באופן π
−π f(x) cos(nx)dx מהצורה האינטגרלים ולכן זוגית, אי f ש־ בעובדה נשתמש פוריה מקדמי בחישוב (א) .9

f̂(0) = ש־ רואים מיד אלה מתכונות זוגית. היא f(x) sinnx הפונקציה וכן מתאפסים,
בחלקים): אינטגרציה פעמיים יש (בחישוב n 6= ל־0 נחשב . 1

2π

∫ π
−π f(x)dx = 0

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−inxdx =

i

2π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx =

i

π

∫ π

0

x(π − x) sinnxdx =

i

π

(
−(πx− x2)

cosnx

n
|π0 +

1

n

∫ π

0

(π − 2x) cosnxdx

)
=
i

π

(
0 + (π − 2x)

sinnx

n
|π0 +

2

n2

∫ π

0

sinnxdx

)
=

0− i

π

2

n3
cosnx|π0 = −2i((−1)n − 1)

πn3
.

.f̂(2k + 1) = 4i
π(2k+1)3

ונקבל n = 2k + 1 ואחרת מתאפס, הביטוי n = 2k אם כלומר

הוא: שהפיתוח מכאן

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

4i

π(2k + 1)3
ei(2k+1)x = −

∞∑
k=1

8

π(2k + 1)3
sin(2k + 1)x.

למקוטעין. ברציפות וגזירה רציפה הפונקציה כי במ"ש, שוב היא ההתכנסות

3



ויש דיריכלה תנאי מתקיים לכן מדרגה, בפונקציות מדובר הבא) (ובסעיף זה בסעיף (ב)
לממוצע אם כי הפונקציה לערך אינה ההתכנסות הקפיצה, (בנקודות נקודתית התכנסות
טור (כזכור, רציפות לא הפונקציות כי במ"ש, התכנסות אין החד־צדדיים). הגבולות בין

רציפה). פונקציה הוא גם הגבול במ"ש־ המתכנס רציפות פונקציות של

4



תשע"א ב', סמסטר

10 מס' תרגיל ־ 2 חדו"א

המקרים. מן אחד בכל במ"ש מתכנסים הטורים אם וקבעו הקודם התרגיל מדף 9 שאלה על חזרו .1

ש להוכיח כדי 9 תרגיל דף א', סעיף ,9 משאלה בפיתוח השתמשו .2

∑
n∈Nodd

1

n6
=

π6

960
,

∞∑
n=1

1

n6
=

π6

945

ע"י: המוגדרת 2π־מחזורית, פונקציה f : R→ R תהי .3{
f(x) = 1 + sin π2

x
, x ∈ [−π, π), x 6= 0

f(0) = 1

זו? בנקודה ערכו מה כן, אם ב־0? מתכנס f של פוריה טור האם

כי: הוכיחו .
∫ 2π

0
|f ′(t)|2dt < ש־1 נתון ברציפות. גזירה 2π־מחזורית f : R→ C תהי .4

.
∑

n6=0 |f̂(n)|2 < 1 (א)

.
∫ 2π

0
|f(t)− c|2 < ש־1 כך c ∈ C קיים (ב)

שלם. לא t לכל cot(πt)− 1
πt

= 2
π

∑∞
n=1

t
t2−n2 ש־ ראינו בכיתה .5

מתקיים 0 ≤ x < 1 שלכל הראו ∫(א) πx

0

[
cot(t)− 1

t

]
dt =

∞∑
n=1

log

(
1− x2

n2

)
.

רגיל? רימן באינטגרל או אמיתי, לא באינטגרל מדובר האם

,0 ≤ x < 1 שלכל הסיקו (ב)

sin(x) = lim
N→∞

x
N∏
n=1

(
1− x2

π2n2

)
= x

∞∏
n=1

(
1− x2

π2n2

)
.

שקיבלתם? לנוסחא קוראים איך .x = π/2 הציבו

1



ממשית!), (פונקציה f : [0, 2π] → R אם ממשיים: פוריה לטורי פרסבל נוסחת את הוכיחו .6

מתקיים: אזי ,f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=0

an cos(nx) +
∞∑
n=0

bn sin(nx) הפיתוח ובעלת אינטגרבילית,

.
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt =
a2

0

4
+

1

2

∞∑
n=0

(a2
n + b2n)

רציפה פונקציה לכל כי הוכיחו פייר; במשפט שימוש ע"י ויירשטראס, משפט את הוכיחו .7
einx את לקרב ניתן רמז: .Pn ⇒ f ש כך Pn פולינומים סדרת קיימת f : [−π, π] → R

פולינומים. ע"י

הבאות: הטענות את הפריכו או הוכיחו .2π מחזוריות פונקציות סדרת {fn : [0, 2π]→ C} תהי .8

.||f − fn||2 → 0 אז f ל במ"ש מתכנסת {fn} אם (א)

.||f − fn||2 → 0 אז ,f ל נקודתית מתכנסת {fn} אם (ב)

.f ל במ"ש מתכנסת {fn} אז ||f − fn||2 → 0 אם (ג)

.f ל נקודתית מתכנסת {fn} אז ||f − fn||2 → 0 אם (ד)

רימן ואינטגרבילית 2π מחזורית g תהי .[−π, π] ב ברציפות וגזירה 2π מחזורית פונקציה f תהי .9
ברציפות. גזירה f ∗ g כי הוכיחו .[−π, π] ב־

Pr(x) =
∑∞

n=−∞ r
|n|einx = 1−r2

1−2r cosx+r2
מקיים פואסון גרעין כי הוכיחו (א) .10

מכך? להסיק ניתן מה .(r → 1− (כאשר טוב גרעין הוא Pr(x) כי הוכיחו (ב)

פעמים. אינסוף גזירה היא ,Pr(x) עם f ∈ R[0, 2π] פונקציה של קונבולוציה כי הוכיחו (ג)

שיש היא הכוונה כאן אך ,n דיסקרטי פרמטר לנו היה כאשר טוב גרעין הגדרנו אמנם הערה:
r ב n את ולהחליף שנתנו, ההגדרה אותה את לקחת יש כלומר ,0 ≤ r < 1 רציף פרמטר לנו

בהתאם. 1 ל גבול ולקחת

פונקציות סדרת נגדיר ומחזורית. רציפה פונקציה f : [−π, π]→ C תהי (א) .11

gn(x) = πnχ[− 1
n
, 1
n

](x) = πn

{
1, x ∈ [− 1

n
, 1
n
]

0, x 6∈ [− 1
n
, 1
n
]

.f ל במ"ש מתכנסת f ∗ gn וכי n לכל ברציפות גזירה פונקציה היא f ∗ gn כי הוכיחו

פונקציות עבור רימן־לבג, של ללמה אלטרנטיבית הוכחה לתת כדי הקודם בסעיף השתמשו (ב)
.R[0, 2π] ב רציפות

2



מקיים P (t) =
N∑
n=0

ane
inx מהצורה טריגונומטרי פולינום כל ברנשטיין: משפט את הוכיחו F .12

sup
x∈[0,2π]

|P ′(x)| ≤ N sup
x∈[0,2π]

|P (x)|

בקונבולוציה התבוננו פייר). גרעין של ומתיחה (הזזה k(t) = N eiNt FN הגדירו: הדרכה:

P מצאו ? P ′ ל k ∗ P בין הקשר מה : ̂(k ∗ P )(n) = k̂(n)P̂ (n) כי בעובדה והעזרו k ∗ P
שיוויון. יש עבורה

3



תשע"א ב', סמסטר

10 מס' לתרגיל נבחרים פתרונות ־ 2 חדו"א

.9 תרגיל דף ,9 שאלה פתרון ראה .1

שקיבלנו: המרוכב לטור פרסבל בשויון נשתמש (א) .2

1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2dx =

∞∑
k=−∞

∣∣∣∣ 4i

π(2k + 1)3

∣∣∣∣2
. 1
π

∫ π
0
x2(π − x)2dx = · · · = 11

30
π4 ל: שווה משמאל האינטגרל

נקבל ומכאן .
16

π2

∞∑
k=−∞

1

(2k + 1)6
=

32

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)6
שווה: מימין הסכום

.
∞∑
k=0

1

(2k + 1)6
=

π6

960

שמעבר לב נשים אי־זוגיים. על רק כשעוברים הסכום את כבר מצאנו .S =
∑∞

n=1
1
n6 נסמן

.S = Seven +Sodd = 1
64
S + 11

960
π6 כעת .Seven =

∑∞
k=1

1
(2k)6

= 1
26S נותן: הזוגיים על רק

.S = 64
63·960

π6 = π6

945
אזי

פונקציה זו .g(x) = f(x) − 1 =

{
f(x) = sin π2

x
, x ∈ [−π, π), x 6= 0

f(0) = 0
בפונקציה נתבונן .3

פוריה טור זוגית, אי g(x) זה שהטור כיוון פוריה. טור לה יש לכן [−π, π] על אינגרבילית

טור נקבל בטור x = 0 נציב אם .g(x) ∼
∞∑
n=1

bn sin(nx) כלומר: מסינוסים, רק מורכב שלה

g(0) = 0 שני, מצד .(! bn המקדמים מהם חשוב (לא לאפס מתכנס הוא ולכן אפסים, של
המתאים שהטור נקבל פוריה, טורי של לינאריות מתכונת ב־0. g של לערך מתכנס הטור ולכן

באגף שהטור רואים שיקולים מאותם .f(x) ∼ 1 +
∞∑
n=1

bn sin(nx) הוא g(x) + 1 = f(x)ל־

.1 = f(x)ל־ מתכנס ימין

ונקבל: ,f̂ ′(n) = inf̂(n) שראינו: בתכונה נשתמש (א) .4

∑
n6=0

|f̂(n)|2 =
∑
n6=0

|f̂ ′(n)|2

|in|2
<
∑
n 6=0

|f̂ ′(n)|2 ≤
∑
n∈Z

|f̂ ′(n)s|2 =

=
1

2π

∫ 2π

0

|f ′(x)|2dx < 1

2π
· 1.

1



גס, הוא בתרגיל שניתן החסם למעשה .f ′ עבור בפרסבל השתמשנו האחרון כשבשוויון

.
∑
n6=0

|f̂(n)|2 < 1

2π
ש־ להוכיח לדרוש היה ניתן

ולכן
∫ 2π

0
g(x)dx = 0 בעלת היא g(x) = f(x) − c כי נקבל .c =

∫ 2π

0
f(x)dx נבחר (ב)

פרסבל בשוויון זאת נציב מדוע!). (חשבו ĝ(n) = f̂(n) ,n 6= 0 לכל שני, מצד .ĝ(0) = 0
:g עבור

1

2π

∫ 2π

0

|f(x)− c|2dx =
1

2π

∫ 2π

0

|g(x)|2dx =∑
n∈Z

|ĝ(n)|2 =
∑
n6=0

|ĝ(n)|2 =
∑
n6=0

|f̂(n)|2 < 1

א'. מסעיף נובע האחרון השוויון אי כאשר

הוא un(t) = t
t2−n2 מחובר כל :[0, π]ב־ במ"ש מתכנס

∞∑
n=1

t

t2 − n2
שהטור נבחין ראשית (א) .5

ע"י הפונקציות טור את חסמנו והרי ,|un(t)| ≤ |un(π)| = bn אזי ,tב־ יורדת פונקציה
איבר איבר y < π עד מ־0 אינטגרציה לעשות ניתן כעת, (ויירשטרס). מתכנס מספרי טור
אם המבוקשת. לזהות תביא y = πx משתנים חילוף עוד וסכום). אינטגרל (להחליף בטור
שלמעשה לבדוק ניתן אך .0 תהא באינטגרל היחידה הבעייתית הנקודה אז x < 1 ניקח

אינטגרל זהו לכן פעמיים). בלופיטל ושימוש משותף מכנה (ע"י lim
t→0

(
cot t− 1

t

)
= 0

אמיתי.

קודם: מסעיף האינטגל את ונחשב y = πx נציב ∫(ב) y

0

(cot t− 1

t
)dt = log(sin t)− log t|y0 = log

(
sin t

t

)
|y0 = log

(
sin y

y

)
.

המשוואה: אגפי שני על אקספוננט ונפעיל קודם מסעיף במשוואה זאת נציב

sin y

y
= elog( sin y

y ) = e
∑∞
n=1 log

(
1− y2

π2n2

)
= lim

N→∞

∞∏
n=1

(
1− y2

π2n2

)
.Wallis נוסחת את נקבל x = π/2 בהצבת המבוקשת. הנוסחה וזו

1
2π

∫ 2π

0
|f(x)|2dx = אז פוריה, פיתוח f(x) ∼

∑∞
n=−∞ cne

inx שלמדנו: פרסבל בנוסחת נזכר .6

,f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=0

an cos(nx) +
∞∑
n=0

bn cos(nx) ע"י לייצג גם שניתן נזכר כעת .
∑∞

n=−∞ |cn|2

הוא המקדמים בין הקשר ואז

a0/2 = c0, an = cn + c−n, bn = i(cn − c−n)

fש־ כיוון .cn = 1
2
(an− ibn), c−n = 1

2
(an + ibn) ,n ≥ 1 לכל נקבל הקשרים את נהפוך אם .

|cn|2 = |c−n|2 = נקבל האחרונות בנוסחאות מוחלט ערך ניקח אם ולכן ,an, bn ∈ R ממשית,
.1
4
(a2
n + b2

n)

2



ל־ שווה שהוא ולקבל סכימה סדר לשנות ניתן בהחלט, מתכנס
∑∞

n=−∞ |cn|2 שהטור כיוון

|c0|2 +
∞∑
n=1

(|cn|2 + |c−n|2) =
|a0|2

22
+
∞∑
n=1

2 · a
2
n + b2

n

4
=
a2

0

4
+
∞∑
n=1

a2
n + b2

n

2

.

פולינום קיים פייר, משפט ע"פ .ε > 0 יהי .2π ומחזורית רציפה פונקציה f : [−π, π]→ R תהי .7
ממשי לחלק T את נכתוב .x ∈ [−π, π] לכל ,|f(x) − T (x)| < ε/2 עבורו T טריגונומטרי
טריגונומטרי פולינום הוא מהמחוברים אחד כל כאשר ,T (x) = TR(x) + iTI(x) מדומה: וחלק

מהצורה:

A0 + A1 cos(x) + ...+ AN cos(Nx) +B1 sin(x) + ...+BN sin(Nx)

.i לכל ,Ai, Bi ∈ R כאשר

שמתקיים: לב נשים

|f(x)− TR(x)| ≤ |(f(x)− TR(x))− iTI(x)| = |f(x)− T (x)| < ε

2

בעלות פונקציות של סופי סכום היא T ו־ היות כעת, .T (x) = TR(x) ש נניח בה"כ לכן,
במ"ש אליה המתכנס טיילור טור יש T ל גם הישר, בכל במ"ש אליהן המתכנסים טיילור טורי
מאי־שיוויון כעת, .|T (x)− P (x)| < ε

2
עבורו P פולינום קיים כלומר, .[−π, π] ב ובפרט R ב

מתקיים: המשולש,

|f(x)− P (x)| ≤ |f(x)− T (x)|+ |T (x)− P (x)| < ε

2
+
ε

2
= ε

אותה מרחיבים היינו שאחרת, משום מחזורית היא f ש בה"כ להניח יכולנו הערה: כנדרש.
ואז זהים) יהיו בקצוות שערכיה (כלומר מחזורית תהיה היא שם יותר גדול לקטע רציף באופן
פורייה על שראינו המשפטים כל (את החדש בקטע עובדים כאשר התהליך, על חוזרים היינו

כך!) על חישבו ־ משתנים החלפת ע"י סופי, קטע לכל להעביר ניתן ופייר,

|f(x)− fn(x)| < ε מתקיים n > N שלכל כך N ∈ N קיים אז ,ε > 0 יהי הוכחה: נכון. (א) .8
מתקיים n < N לכל לכן, .x ∈ [0, 2π] לכל

||f − fn||2 =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(x)− fn(x)|2
)1/2

<

(
1

2π
· ε2 ·

∫ 2π

0

1

)1/2

= ε

כנדרש.

פונקציות: סדרת נגדיר נכון. לא (ב)

fn(x) =


0 x = 0√

2πn 0 < x ≤ 1
n

0 1
n
≤ x ≤ 2π

3



.n לכל ||fn||2 = ||fn−0||2 = 1 מתקיים בנוסף אך f ≡ 0 ל נקודתית מתכנסת זו סדרה
פונקציות של סדרה לבנות בעיה אין רציפות, שאינן פונקציות של היא זו שסדרה פי על אף

זאת). (ודאו תנאים אותן את ומקיימת רציפות שהינן

בסעיף שמצוין כפי נקודתית, התכנסות גוררת אינה בנורמה התכנסות למעשה נכון. לא (ג)
הבא.

הנבדלת g = fn הפונקציה של קבועה סדרה לקחת תהיה טריוויאלית דוגמא נכון. לא (ד)
סדרת העניין). לצורך אחת נקודה (או נקודות של סופי במספר רק f ≡ 0 הפונקציה מן
ניתן למעשה, נקודתית. לא אבל f ≡ 0 לפונקציה בנורמה מתכנסת הנ"ל הפונקציות
הסבר: נקודה. באף מתכנסת איננה אך ,0 ל בנורמה שמתכנסת פונקציות סדרת לבנות
שכל (בזמן צרות ונהיות הולכות והן אחת נקודה סביב המרוכזות פונקציות של סדרה בנו

פעמים). אינסוף יכוסה הקטע שכל כך אחרת, נקודה סביב מרוכזת פונקציה

נראה כעת, .
1

2π

∣∣∣∣∫ π

−π
g(t)dt

∣∣∣∣ < M ש כך M > 0 קיים ולכן אינטגרבלית g ש נתון ראשית, .9

מתקיים שלמעשה

.(f ∗ g)′(x) = (f ′ ∗ g)(x) =

∫ π

−π
f ′(x− t)g(t)dt

f ∗ g ש נסיק רציפה, פונקציה היא אינטגרביליות פונקציות שתי של שקונבולוציה וראינו היות
מתקיים: הנגזרת, הגדרת ע"פ כן, אם ברציפות. גזירה

lim
∆h→0

(f ∗ g)(x+ ∆h)− (f ∗ g)(x)

∆h
= lim

∆h→0

1

2π

∫ π

−π

f(x− t+ ∆h)− f(x− t)
∆h

· g(t)dt =

= lim
∆h→0

1

2π

∫ π

−π
f ′(ch) · g(t)dt

ב רציפה f ′ ו היות לגרנז'. במשפט משימוש שנובע כפי x − t ≤ ch ≤ x − t + ∆h כאשר
או x ב תלות (ללא מספיק קטן ∆h קיים ε > 0 לכל ולכן זה בקטע במ"ש רציפה היא [−π, π]

מתקיים כעת, .|f ′(ch)− f ′(x− t)| < ε
M

ש כך ( t ב

1

2π

∫ π

−π
f ′(ch) · g(t)dt =

1

2π

∫ π

−π
(f ′(ch)− f ′(x− t)) · g(t)dt+

1

2π

∫ π

−π
f ′(x− t) · g(t)dt

ולכן

1

2π

∣∣∣∣∫ π

−π
f ′(ch) · g(t)dt− 1

2π

∫ π

−π
f ′(x− t) · g(t)dt

∣∣∣∣ =

1

2π

∣∣∣∣∫ π

−π
(f ′(ch)− f ′(x− t)) · g(t)dt

∣∣∣∣ <
<

ε

M
· 1

2π

∣∣∣∣∫ π

−π
g(t)dt

∣∣∣∣ < ε

4



ולכן

(f ∗ g)′(x) = lim
∆h→0

(f ∗ g)(x+ ∆h)− (f ∗ g)(x)

∆h
=

∫ π

−π
f ′(x− t)g(t)dt = (f ′ ∗ g)(x)

ולגזור האינטגרל לתוך הגבול עם להכנס הצדקה אין א־פריורית כי לב שימו הערה: כנדרש.
ניתן. אכן זה למעשה אך f את שם

חישוב: (א) .10

Pr(x) =
∞∑

n=−∞

r|n|einx =
∞∑
n=1

rneinx +
∞∑
n=0

rne−inx =
∞∑
n=1

(
reix

)n
+
∞∑
n=0

(
re−ix

)n
=

=
reix

1− reix
+

1

1− re−ix
=

reix(1− re−ix) + (1− reix)
1− r(eix + e−ix) + r2eixe−ix

=

=
1− r2

1− 2r cosx+ r2

איבר־איבר אינטגרציה ע"י מיידי באופן 1
2π

∫ π
−π Pr(x)dx = 1 ש לקבל ניתן כל, ראשית (ב)

האיברים כל אכן, במ"ש). מתכנס זה שטור משום (מותר
∑∞

n=−∞ r
|n|einx ההצגה של

מההצגה כן, כמו .1 הנותן ,n = 0 ל המתאים מהאיבר מלבד באינטגרציה מתאפסים בטור
באופן חסום מוחלט בערך שלו האינטגרל ולכן חיובי הוא שהגרעין ברור 1−r2

1−2r cosx−r2
שמחוץ להראות יש לבסוף, .(1 ל שווה האינטגרל (הרי 0 < r < 1 לכל כלומר אחיד,
לב נשים .r → 1− כאשר לאפס שואף הגרעין של האינטגרל ,0 של כלשהי δ > 0 לסביבת

שמתקיים
1− 2r cosx+ r2 = (1− r)2 + 2r(1− cosx)

נובע מכאן .Pr(x) ≤ 1−r2
cδ

ש כך cδ קיים אז δ ≤ |x| ≤ π וגם 1
2
≤ r ≤ 1 אם ולכן,

כי מייד

.
1

2π

∫
|x|≥δ

Pr(x) →
r→1−

0

פייר) גרעין של במקרה (כמו להסיק ניתן מכאן כן, אם טוב. גרעין הוא Pr(x) לפיכך,
כאשר ,f ל במ"ש מתכנסת פואסון, גרעין עם הקונבולוציה ,f רציפה שלפונקציה למשל,

.r → 1−

מתקיים g ברציפות גזירה ופונקציה f אינטגרבילית פונקציה שלכל 9 בשאלה ראינו (ג)

.(f ∗ g)′(x) = (f ∗ g′)(x)

cosx של הרכבה שהיא משום נכון זה פעמים. אינסוף ברציפות גזירה Pr(x) ש לב נשים
־ הרלוונטי ההגדרה בתחום פעמים אינסוף ברציפות גזירה מהן אחת כל אשר 1−r2

1−2rx+r2
ו

פעמים. אינסוף גזירה f ∗ Pr כי נובע לכן, זאת. ודאו
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מתקיים: הגדרה פי על (א) .11

.(f ∗ gn)(x) =
1

2π

∫ π

−π
gn(t)f(x− t)dt =

n

2

∫ 1
n

− 1
n

f(x− t)dt

מקבלים אנו ,u = x− t המשתנים מהחלפת

.(f ∗ gn)(x) =
n

2

∫ x+ 1
n

x− 1
n

f(u)du

הזה הביטוי את (גוזרים (f ∗ gn)(x) ש נובע ניוטון־לייבניץ, ממשפט ולכן רציפה f כן, כמו
גרעין היא gn(x) ש לב נשים בנוסף, רציפה). ודאי אשר f(x− 1

n
)+f(x+ 1

n
) את ומקבלים

וחסומה חיובית הפונקציה אכן, עליו). לחשוב שניתן פשוט הכי הגרעין־טוב זה (למעשה טוב
שהאינטגרל לוודא קל בנוסף כן. גם חסום שלה המוחלט הערך של האינטגרל ולכן 1 ע"י
מתאפסת, היא ,0 של סביבה לכל מחוץ שכן ,0 סביב מתרכזת היא ולבסוף, 1 ל שווה שלה
.f ל במ"ש מתכנסת (f ∗gn)(x) טובים, גרעינים בדבר משפט ע"פ כן, אם מסוים. n מ החל

ההצגה: את שקיבלנו שברגע לב, שימו הערה:

(f ∗ gn)(x) =
n

2

∫ x+ 1
n

x− 1
n

f(u)du

3 לתרגול לפנות יכולנו
,(http://www.math.tau.ac.il/ boazslom/hedva2/ באתר: המופיע בסיכום 9 עמוד (ראו

ישירה. בדרך ,f ל במ"ש התכנסות יש שאכן הוכחנו שם

יודעים אנחנו ,g ברציפות גזירה פונקציה עבור הבא: באופן הקודם, בסעיף נשתמש (ב)
שמתקיים

, |ĝ(n)| =

∣∣∣∣∣ ĝ′(n)

n

∣∣∣∣∣ ≤ M

n

את להוכיח נחזור חסומה). ולכן רציפה (שכאמור, g′ של החסם הוא M > 0 כאשר,
ש כך g ברציפות גזירה פונקציה קיימת הקודם, הסעיף לפי .ε > 0 יהי שלנו: הטענה

מתקיים .x ∈ [−π, π] לכל |f(x)− g(x)| < ε/2

|f̂(n)| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
f(t)e−intdt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
|f(t)− g(t)|e−intdt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
g(t)e−intdt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ ε2π

∫ π

−π
e−intdt

∣∣∣∣+ |ĝ(n)| ≤ ε+
M

n

|f̂(n)| < ε מתקיים מסוים n מ החל ולכן
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פייר: בגרעין נתבונן . sup
x∈[−π,π]

|P ′(x)| ≤ NM ש להוכיח צריך .M = sup
x∈[−π,π]

|P (x)| נסמן .12

.FN(t) =
N∑

n=−N

cne
int =

N∑
n=−N

N − |n|
N

eint

את נגדיר חיוביים, n־ים ב רק מאפס שונים פורייה מקדמי בעל חדש, גרעין לקבל מנת על
מתקיים: כעת, .k(t) = NeiNtFN(t) פייר: גרעין של הבאה ומתיחה ההזזה

k(t) =
N∑

n=−N

N · N − |n|
N

· ei(n+N)t =
2N∑
n=0

(N − (N − n))eint =
2N∑
n=0

neint

ולכן

.k̂(n) =

{
n, n = 0, 1, 2, ..., 2N

0, אחרת

ולכן |n| > N לכל P̂ (n) = 0 כן כמו

̂(k ∗ P )(n) = k̂(n)P̂ (n) =

{
nP̂ (n) , n = 0, 1, 2, ..., N

0 , אחרת

מה כל כעת, .i(k ∗ P )(t) = P ′(t) ש קיבלנו כלומר .P̂ ′(n) = inP̂ (n) גם שמתקיים לב נשים
הבא: באופן הנגזרת את לחסום הוא שנותר

|P ′(t)| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
k(t)P (x− t)

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ π

−π
|k(t)| · |P (x− t)| =

=
1

2π

∫ π

−π
|NeiNtFN(t)| · |P (x− t)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
|NeiNtFN(t)| ·M =

= NM · 1

2π

∫ π

−π
|FN(t)| = NM · 1

2π

∫ π

−π
FN(t) = NM

ואינטגרל (חיוביות פייר גרעין של הטובות בתכונות השתמשנו האחרונים המעברים בשני כאשר
שיוויון. בעצם הוא האי־שיוויון ,eiNx הפונקציה: שעבור לוודא קל לבסוף, .(1 ל שווה

שגם (עובדה ניתן שלהיפך בעוד הפונקציה, ע"י הנגזרת את לחסום אי־אפשר כללי באופן הערה:
לגרנז'. באמצעות למשל אינטואיטיבית), ברורה
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תשע"א ב', סמסטר

12 מס' תרגיל ־ 2 חדו"א

ולא. לא או סגורה פתוחה, A ⊆ R2 אם החליטו הבאות, מהדוגמאות אחת בכל .1

A = {(x, y) ∈ R2 : x + y 6= 4} (א)

A = {(s, t) ∈ Q2} (ב)

A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} (ג)

A = {(x, sin x) : x ∈ R} (ד)

כי הראו A ⊆ Rn תהי .2

A ⊆ F ש כך F הסגורות הקבוצות כל של חיתוך היא Ā (א)

G ⊆ A ש כך G הפתוחות הקבוצות כל איחוד הוא int(A) (ב)

הוכח/הפרך A ⊆ Rn תהי .3

int(int(A)) = int(A) (א)
¯̄A = Ā (ב)

∂(∂A) = ∂A (ג)

סגורה קבוצה ∂A (ד)

∂A = Ā r int(A) (ה)

קבוצת את Ad וב A של ההצטברות נקודות קבוצת את Acc(A) ב נסמן .A ⊆ Rn תהי (א) .4
.A של המבודדות הנקודות

Acc(A) ∪ Ad = Ā וש סגורה Acc(A) ∪ Ad כי הראו

הגבול כי הראו .xi ∈ A ∀i = 1, 2, ... ש כך מתכנסת סדרה x1, x2, ... ותהי A ⊆ Rn תהי (ב)
.Ā ב נמצא הסדרה של

lim
n→∞

xn = x ∈ Ā כלומר:

ש־ נניח וחסומה. סגורה היא אם קומפקטית נקראת K ⊂ Rn קבוצה קנטור: של הלמה .5
.∩∞i=1Ki 6= ∅ ש־ הוכיחו .Rn ב־ ולא־ריקות קומפקטיות קבוצות סדרת K1 ⊃ K2 ⊃ . . .

מתכנסת). בתת־סדרה והביטו קבוצה, בכל נקודה בחרו (רמז:
וחסומות? סגורות שהקבוצות להניח חיוני האם

f : Rn → Rm תהי .6

f−1(A) = {x ∈ Rn : f(x) ∈ הקבוצה עבור ההפוכה התמונה את נסמן A ⊆ Rm עבור (א)
A}

קבוצה f−1(G) ש מתקיים G ⊆ Rm פתוחה קבוצה כל עבור אז רציפה, f שאם הראו
פתוחה.

1



f(A) = {f(x) ∈ Rm : x ∈ A} כך הקידמית התמונה את נגדיר (ב)
אם הוכיחו, כן אם פתוחה? קבוצה f(G) האם רציפה. f ו פתוחה קבוצה G ⊆ Rn תהי

נגדית. דוגמה תנו לא

ש־ הראו סגורה. A קומפקטית, K זרות, קבוצות A, K ⊂ Rn תהיינה .7

inf
x∈K,y∈A

‖x− y‖ > 0.

רציפות? חסומות? הן האם הבאות. הפונקציות של ההגדרה תחום את וציירו מצאו .8

.f(x, y) =
√

1− x2 +
√

1− y2 (א)

באפס?) הפונקציה את להגדיר כדאי (איך f(x, y) = (x3 + y3)/(x2 + y2) (ב)

.f(x, y) = arcsin(y/x) (ג)

.f(x, y) = sign(sin(x) sin(y)) (ד)

,limx→0 limy→0 f(x, y) קיימים האם הבאות, f : R2 → R מהפונקציות אחת כל עבור .9
אותו. חשבו קיים, גבול lim(x,y)→(0,0).אם f(x, y) ו־ limy→0 limx→0 f(x, y)

f(x, y) = x+y
x2−xy+y2 (א)

f(x, y) = ln(x+ey)√
x2+y2

(ב)

f(x, y) = (x2 + y2) sin( 1
x
) sin( 1

y
) (ג)

?f(x, y) = x2y−y2x
x2+y2 (ד)

הנתון? בתחום שווה במידה רציפות הבאות הפונקציות האם .10

.R2 בתחום f(x, y) =
√

x2 + y2 (א)

.{(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} בתחום f(x, y) =
√

xy2 (ב)

הפונקציה? תמונת מהי פתוח). (כדור B(0,0)(1) ⊂ Rd ב־ f(x) = 1/(1− ‖x‖) (ג)
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