
  5תרגול  – 2אלגברה מופשטת 

  

  :משפט האיזומורפיזם הראשון

f:יהי  R S→  הומומורפיזם אזי/ ker ImR f f≅.  

  

  :דוגמאות

:נביט בפונקציה . חוג קומוטטיבי Rעבור  .1 [ ]a R x Rϕ קיימת מה →

( ( )) ( )a f x f aϕ )לכל  = ) [ ]f x R x∈ . תרגיל בית: הוכחה[זהו אפימורפיזם .[

0aעבור . שורש שלהם aש  הפולינומיםהגרעין הוא כל  הגרעין הוא כל  =

0kerכלומר , 0הוא  שלהםשהמקדם החופשי  הפולינומים xϕ =< מכאן , <

]מקבלים ש ]/R x x R< >≅. 

kerהאם בהכרח מתקיים  .2 a x aϕ =< − :ההעתקה . כן ?< [ ] [ ]R x R xψ → 

(1)י "המוגדרת ע 1, ( )x x aψ ψ= = הוא שורש  0ומתקיים , היא איזומורפיזם −

]של  ]f R x∈  אם ורק אםa  שורש של( )fψ . האידאלx< מועתק ל  <

x a< − השרשרת . <
1

0[ ] [ ]R x R x Rϕψ −

→ →  היא בדיוק הצבתa . אבל

xהגרעין של ההעתקה הוא בדיוק  a< − >. 

] באופן דומה ניתן להראות ש .3 , ]/ [ ]R x y y R x< >≅. 

] -כל פולינום ב .4 ]R x  ניתן לזהות עם פונקציה( ) :f x R R→ , וניתן להגדיר חוג

RSפונקציות  R= ) כל הפונקציות מR  לR( , עם פעולת כפלfg  היא

)י "פונקציה המוגדרת ע ) : ( ) ( )fg x f x g x=  וחיבורf g+ י "המוגדר ע

( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = הוכיחו שזה  ,ומיהו איבר האפס, מיהו איבר היחידה( +

:]' קיבלנו הומ). חוג ] SR xϕ אם ' לדוג, שיכוןבהכרח זהו אינו : שימו לב. →

2R = ℤ  2אזי 0( )x xϕ − R. אינו בהכרח על ϕבנוסף  .= = ℝ  אזי לפונקציה

xe S∈  נקבל  1' לפי איזו). ?מדוע(אין מקורI[ m] /R x Kerϕ ϕ≅  הגרעין הוא

Imנסמן . 0נותנת  Rכל הפולינומים שכל הצבת ערך מ  ( )P Rϕ ונקרא  =

 .לחוג זה חוג הפונקציות הפולינומיאליות

  



Iיהיו  :תרגיל J⊆  אידיאלים שלR . הוכח כי קיים אפימורפיזם/ /R I R J→.  

:נגדיר  :הוכחה / /f R I R J→  לפי( )f r I r J+ = נראה כי הפונקצייה מוגדרת . +

rנניח . היטב I s I+ = rאזי . + s I− Iמכיוון ש. ∋ J⊆ , מתקייםr s J− ולכן , ∋

r J s J+ = +.  

). כפל יהיה לבית(נראה כי היא שומרת חיבור 

(( ) ( )) (( ) ) ( ) ( ) ( )f r I s I f r s I r s J r J s J+ + + = + + = + + = + + +.  

rלכל  J+  יש מקור והואr I+ ,ולכן הפונקצייה היא על.  

  

R :הגדרה I R≠ Rהוא אידיאל מקסימלי אם לא קיים  ⊳ J R≠ Iכך ש ⊳ J⊂.  

   :דוגמאות

 .455ℤו 453ℤהאידיאלים המקסימליים הם  45ℤב .1

 .322ℤהאידיאל המקסימלי היחיד הוא  32ℤב .2

ולכן אידיאל האפס הוא , אידיאלים לא טריוויאליםאין , בחוג עם חילוק .3

 .מקסימלי

 .ℤשל  מקסימליהוא אידיאל  p ,pℤלכל ראשוני  .4

], חוג קומוטטיבי  Rעבור  .5 , ]x R x y< משום שישנו למשל , איננו מקסימלי ⊳<

}האידיאל  ( , ) : (0,0) 0}J f x y f=  .שמכיל אותו ממש =

]]בחוג , שדה Fעבור  .6 ]]F x  ישנו אידיאל מקסימלי אחדx< ראינו ( <

,שהאידאלים בחוג הם  1ix i< > ≥.( 

  

f:יהי  :תרגיל R S→  אפימורפיזם ויהי אידיאל אמיתי)Proper ideal  (I R⊲  המכיל

)את הגרעין אז גם  )f I S⊲ הוא אידיאל אמיתי.  

Iנניח בשלילה כי ] זה שהוא בכלל אידיאל נשאיר כתרגיל בית[ :הוכחה R⊲ 

)אידיאל אמיתי וכי  )f I S= . ניקח איבר\x R I∈ .מכיוון ש( )f I S= , קיים איבר

y I∈ כך ש( ) ( )f y f x= .כעת ,( )x y x y= + kerxאולם . − y f I− ∈ xולכן  ⊇ I∈ 

  .וזו סתירה

לדוגמא . אינו מכיל את הגרעין אז הטענה אינה נכונה Iאם האידאל  :הערה

2:f →ℤ ℤ ; 2הגרעין הואℤ . 3אם ניקחℤ  3)(2אזf =ℤ ℤ שאינו אידאל אמיתי.  



f:יהי  :תרגיל-מסקנה R S→  אפימורפיזם ויהיI S⊲ . הוכח כי אםI  מקסימלי

)1אזי  )f I− מקסימלי.  

)1נניח בשלילה כי קיים אידיאל ביניים  :הוכחה )f I P R−
⊂ ⊲ .

1 1( ) ({0}) kerf I f f− −
⊇ )ולכן , מכיל את הגרעין Pולכן גם  = )f P R⊲  הוא אידיאל

), כן-כמו. אמיתי )f P  הוא מכיל ממש אתI  1כי( )f I−  כבר כולל את כל האיברים

)1מכיל ממש את  Pומכיוון ש, Iהנשלחים ל )f I− , הוא חייב להכיל איברים שלא

)יש אידיאל ביניים , מעמש. Iנשלחים ל )I f P S⊂   .לא מקסימלי Iולכן , ⊳

R .Rיהיה חוג  :משפט I R≠ R/מקסימלי אם ורק אם  ⊳ I אם . חוג פשוטR 

Rקומוטטיבי אזי  I R≠ R/מקסימלי אם ורק אם  ⊳ I שדה.  

  :הדוגמ

, [ ]x p x< >⊲ ℤ  הוא אידיאל מקסימלי לכל ראשוניp משום ש[ ]/ , px x p< >≅ℤ ℤ 

או  3' ניתן להשתמש במשפט איזו, ל"הנכדי להסביר את האיזומורפיזם  .הוא שדה

  .להוכיח ישירות

 


