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פשוט תחום Ω

f ∈ E (Ω)
A־קומפקטית jש כך ∃A1, ..,Ak ⊂Ω

Ak ⊂Mk Cr־משטח, Mk
Ω⊂ P

.Pב אינטגרבילית f χΩ ולכן ,∂Ωב וגם A1∪ ...∪Akב רציפות אי ־ f (x)χΩ (x)

Fubini של משפט
Rn+m = Rn×Rm

Rn+m 3 x = (x′,x′′) : x′ ∈ Rn,x′′ ∈ Rm

מימדי n+m קטע P
P = P′×P′′

P = ∏
n+m
j=1 [a j,b j] = ∏

n
j=1 [a j,b j]×∏

m+n
j=n+1 [a j,b j]

P′,P′′ של חלוקות P ′,P ′′ כאשר P =
{

Pi j : Pi j = P′i ×P′′j ;P ′ = {P′i } ,P ′′ =
{

P′′j
}}

אז P של P־חלוקה אם
בהתאמה.

P = P′×P′′⇒P = P ′×P ′′

(Fubini) משפט
Rn+m ⊃ P = P′×P′′

.Φ(x′) =
´

P′′ f (x′,x′′)dx′′ ונגדיר P′′ב אינטגרבילית P′′ 3 x′′→ f (x′,x′′) הפונקציה x′ ∈ P′ שלכל נניח , f ∈R (P) ´תהי
P′Φ(x′)dx′ =

´
P f (x)dx Φו ∈R (P′) ´אז

P′
(´

P′′ f (x′,x′′)dx′′
)

dx′ =
´

P=P′×P′′ f (x)dx כלומר

הוכחה

P′ של P ′ חלוקה נקח

S
(
Φ,P ′)= N

∑
i=1

sup
x′∈P′i

Φ
(
x′
)

v
(
P′i
)
=

n

∑
i=1

sup
x′∈P′i

(ˆ
P′′

f
(
x′,x′′

)
dx′′
)

v
(
P′i
)
=

n

∑
i=1

sup
x′∈P′i

(
n

∑
j=1

ˆ
P′′j

f
(
x′,x′′

)
dx′′
)

v
(
P′i
)
≤

≤∑
i

sup
x′∈P′i

∑
j

sup
x′′∈P′′j

f
(
x′,x′′

)
v
(
P′′j
)v

(
P′i
)
≤∑

i, j
sup
x′∈P′i

sup
x′′∈P′′j

f
(
x′,x′′

)
v
(
P′′j
)

v
(
P′i
)
=∑

i, j
sup

x∈P′i×P′′j

f (x)v
(
P′i ×P′′j

)
= S ( f ,P)

.P של P־חלוקה = P ′×P ′′

S (Φ,P ′)≤ S ( f ,P)
S ( f ,P)≤ S (Φ,P ′) הדרך באותה וגם

S ( f ,P)≤ S (Φ,P ′)≤ S (Φ,P ′)≤ S ( f ,P) ולכן
P = P ′×P ′′

ε > 0 נקבע
∃P : S ( f ,P)< I ( f )+ ε
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לויןב״ה לבנימין שמורות הזכויות כל

P = P ′×P ′′

S (Φ,P ′)< I ( f )+ ε אז
I (Φ) = infP ′ S ( f ,P ′)< I ( f )+ ε

∃P : I ( f )− ε ≤ S ( f ,P)
P = P ′×P ′′

I ( f )− ε < S (Φ) אז
ולכן:

I ( f )− ε < I (Φ)≤ I (Φ)< I ( f )+ ε

ε → 0⇒ I (Φ) = I (Φ) = I (Φ)⇒Φ ∈R (P ′)

הערה

P′′ב אינטגרבילית היא Ψ(x′′) :=
´

P′ f (x′,x′′)dx′ אז P′ 3 x′ → f (x′,x′′) ∈ R (P′) הפונקציה x′′ ∈ P′′ לכל אם ´גם
P′′Ψ(x′′)dx′′ =

´
P f (x)dxו

Fubini משפט
P = P′×P′′, f ∈R (P)

אם:
∀x′ ∈ P′ : f (x′,∗) ∈R (P′′)
∀x′′ ∈ P′′ : f (∗,x′′) ∈R (P′)

האינטגרלים: קיימים ´אז
P′
(´

P′′ f (x′,x′′)dx′′
)

dx′ =
´

P′′
(´

P′ f (x′,x′′)dx′
)

dx′′ =
´

P f (x)dx
P = P′×P′´

[a1,b1]×...×[an,bn]
f (x)dx =

´
[a1,b1]

..
´
[an,bn]

f (x1, ..,xn)dxn..dx1

פשוט Ω־תחום , f ∈ E (Ω)

דוגמא

I =
´ 2

0

´ 2x
x ( f (x,y)dy)dx

0≤ x≤ 2,x≤ y≤ x

I =
¨

0≤x≤2
x≤y≤2x

f (x,y)dxdy =
ˆ 4

0

(ˆ min(y,2)

y
2

f (x,y)dx

)
dy =

ˆ 2

0

ˆ y

y
2

f (x,y)dxdy+
ˆ 4

2

ˆ 2

y
2

f (x,y)dxdy

´דוגמא 1
0

(´ 1
0 y3exy2

dy
)

dx =
´ 1

0

(´ 1
0 y3exy2

dx
)

dy =
´ 1

0
1
y2

(
ey2 −1

)
dy =

´ 1
0 y
(

ey2 −1
)

dy =
´

yey2
dy− 1

2 = 1
2 (e−1)− 1

2 =
e−2

2

דיריכלה נוסחת ־ דוגמא
a > 0

´ a
0 dx

(´ x
0 f (x,y)dy

)
=
´ a

0 dy
(´ a

y f (x,y)dx
)

הזה. באופן כפולים אינטגרלים לכתוב גם נהוג
Ω : 0≤ x≤ a,0≤ y≤ x

שטח

Ω :

{
xy = a2

x+ y = 5
2 a ,a > 0

y = 5
2 a− x

x
( 5

2 a− x
)
= a2

x1 = 2a,x2 =
a
2
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לויןב״ה לבנימין שמורות הזכויות כל

S =
´ 2a

a
2

(´ 5
2 a−x

a2
x

dy
)

dx =
´ 2a

a
2

(
5
2 a− x− a2

x

)
dx = ...

n = ב3 ´דוגמא 1
0 dx

(´ 1−x
0 dy

(´ x+y
0 f (x,y,z)dz

))
=
´

dz(dx( f dy))

Ω :
˝

Ω
f (x,y,z)dxdydz

Ω :


0≤ x≤ 1
0≤ y≤ 1− x ↓↑
0≤ z≤ x+ y

0≤ z≤ 1,0≤ x≤ 1,y≤ 1− x

max(z− x,0)≤ y

{
z− x≤ y
0≤ y

I =
´ 1

0 dz
(´ 1

0 dx
(´ 1−x

max(z−x,0) f (x,y,z)dy
))

z = x+ y⇒ x+ y− z = 0⇒−→n = (1,1,−1)

משתנים החלפת נוסחת
:n = 1 ´עבור b

a f (ϕ (x))ϕ ′ (x)dx = {y = ϕ (x)}=
´

ϕ(b)
ϕ(a) f (y)dy

x ∈ (a,b) ;ϕ ′ (x) 6= 0;ϕ ∈C1 (a,b)
ממש עולה או יורד ϕ ⇐ ϕ ′ (x) 6= 0

´
[a,b] f (ϕ (x))ϕ ′ (x)dx =

´
[c,d] f (y)dy : c > d עולה ϕ אם .1

´
[a,b] f (ϕ (x))ϕ ′ (x)dx =−

´
[d,c] f (y)dy יורד ϕ אם .2

⇓´
[a,b] f (ϕ (x))(−ϕ ′ (x))dx =−

´
f (y)dy

´
[a,b] f (ϕ (x))ϕ ′ (x)dx =

´
ϕ[a,b] f (y)dy מקרה: בכל
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