
 5תרגיל  –מבנים דיסקרטיים 

 .נקודות 01כל סעיף שווה 

 1שאלה 

 .      הוכיחו כי .                       נגדיר . חבורה  תהי  .א

אין קשר ] .             -הוכיחו ישירות לפי ההגדרה של תת חבורה נורמלית ש .ב

 [.לסעיף א

 הוכחה

 :חבורה-י הקריטריון לתת"נבדוק זאת ע. תת חבורה     נוכיח כי  ראשית :סעיף א

 .      ולכן         מתקיים     לכל  :      . א

 מתקיים    אז לכל          אם  :סגירות לכפל. ב

       -בשוויון האדום השתמשנו ב)                                    

 .       לכן (.       -שנו בובשוויון הכחול השתמ

מימין     -נכפול את השוויון ב.      מתקיים     אזי לכל .       יהי  :סגירות להופכי. ג

נובע     היות וזה נכון לכל .          ונקבל     -נכפול משמאל ב.        ונקבל 

        . 

 . תת חבורה של      , לסיכום

      מתקיים     -ו       נובע שלכל      מהגדרת .נורמלית     נראה כי  כעת

,                              מתקיים     לכל , לכן(. אבלית     , בפרט)

 .ל"מש .      כלומר 

.        מתקיים     לכל אם   -נורמלית ב  : נשתמש בהגדרה הבאה לנורמליות :סעיף ב

 כי אם זה נכון אז .    לכל         -בפועל מספיק לבדוק רק ש

                   . 

, לכן.         אזי ,         יהי .         לכל                   נראה כי 

      -וזה אומר ש                                                    

 .ל"מש .      

 2שאלה 

קשור לגודל      : רמז] .   מחלק את      הוכיחו כי .    חבורה סופית ויהי   תהי  .א

 .[של תת חבורה מסויימת

 1.      -כך ש    ראשוני אז קיים   עבור        הוכיחו שאם  .ב

 הוכחה

 .ל"מש.          , לכן.    מחלק את       ', ולפי משפט לגרנז            :סעיף א

                                                           
1
אז     מחלק את   -חבורה סופית ו  אם (: 'זה אותו קושי מאינפי)זה מקרה פרטי של משפט קושי : הערה 

 . איבר מסדר   -קיים ב



אפשר להשתמש בו במבחן או בפתרון . 'הוא מסקנה ממשפט לגרנז 2סעיף א של שאלה  :הערה

 .תרגילים

        -זה אומר ש, ראשוני  -היות ו.          , אזי לפי סעיף א.      יהי  :סעיף ב

       נגדיר .    ולכן        ,    -היות ו. כלשהו    עבור 
אנו טוענים כי . 

         , באמת.       
 
 

           
, מצד שני.         ולכן          

       
-נובע ש (ראשוני  -היות ו), לכן.       ולכן (             כי )   

 .ל"מש. כדרוש,       

 3שאלה 

 .                -ו               -הראו ש .א

             באשר         ומתקיים       -הראו ש .ב

  .            -ו

 ?  -ב   מה הקוסטים של  .          -ו      -הראו ש .ג

 .          -ו        הראו כי  :רשות .ד

 .[צורך להוכיח כי אלו חבורותאין . הפעולה היא כפל מספרים רגיל                בחבורות ]

-כך ש       עלמספיק למצוא הומומורפיזם       בכיתה אמרנו שכדי להוכיח : רכההד]

כי גרעין     -שימו לב שזה אומר ש. )ואז להשתמש במשפט האיזומורפיזם הראשון       

 (.[של הומומורפיזם הוא תמיד נורמלי

 פיתרון

הוא הומומורפיזם כי   .           י"ע             נגדיר הומומורפיזם :סעיף א

 .           לכל                                  

   המטריצה      לכל  על כי  

    
 
 
 

   
   
   

 .            מקיימת          

 .                                                  , בנוסף

 .                            -ו               לפי משפט האיזמורפיזם, לכן

     י "ע        נגדיר הומומורפיזם :סעיף ב
 

   
הוא   . (    כי      -שימו לב ש) 

      הומומורפיזם כי 
  

    
 

  

      
 

 

   
 

 

   
 .      לכל           

     -ו     מתקיים     לכל  על כי  
 

   
  

 

 
  . 

     מתקיים      לכל , באמת .       אנו טוענים כי 
 

   
 

 

 
מצד .       ולכן    

אז ,       אם , שני
 

   
 .    -נובע ש, (   כי )       -היות ו.      כלומר ,   

 .               -ו       לפי משפט האיזומורפיזם, לכן

     י "ע           נגדיר הומומורפיזם :סעיף ג
 

   
הוא   (.    כי       -שימו לב ש) 

      הומומורפיזם כי 
  

    
 

  

      
 

 

   
 

 

   
 .      לכל           

 !(בדקו)         -ו        על כי  



     מתקיים      לכל , באמת .       אנו טוענים כי 
 

   
 

 

 
מצד .       ולכן    

אז ,       אם , שני
 

   
 .    -נובע ש, (   כי )       -היות ו.      כלומר ,   

-ו       לפי משפט האיזומורפיזם, לכן
  

  
 

  

    
     . 

 .      -ו      עים הם הקט   -ב   הקוסטים של 

                 הומומורפיזם כי    .       י "ע        נגדיר  :סעיף ד

 .      לכל          

אזי .       -כך ש         -ו      קיים      לכל , באמת .על  אנו טוענים כי 

      
  

      
  

 
         . 

אם , מצד שני.          ולכן              , באמת .         אנו טוענים כי 

כי הוא ) 1אין מחלקי   -היות וב.                  כלומר ,     אז        

 .   או      , לכן.      או       בהכרח , (שדה

-ו         לפי משפט האיזומורפיזם, לכן
  

    
 

  

    
     . 

 4שאלה 

מסקנה : רמז] .         אז                  כי אם הוכיחו  .       -חבורה ו  תהי 

 .['ממשפט לגרנז

 הוכחה

, ('או מסקנה ממשפט לגרנז)' ולכן לפי משפט לגרנז   חבורה של  תת  אזי .        נסמן 

,                 מחלק את     , לכן.     מחלק את     , באותו אופן.     מחלק את     

 .ל"מש .           ולכן       כלומר 

 5שאלה 

 .חבורה סופית  תהי 

מספיק להראות : הדרכה. ]        מתקיים     הוכיחו כי לכל  .   נניח כי  .א

 .[   על החבורה  2הפעילו את סעיף א של שאלה (. ?מדוע)          

כך       הוכיחו כי קיים .            המקיימות  שונותחבורות         נניח כי  .ב

 [.    -ו      עםהשתמשו בסעיף א : רמז] .    מתקיים     לכל ש

 . מגודל יש בדיוק תת חבורה אחת   -אז ל    מחלק את   -צקלית ו  הראו כי אם  :רשות .ג

 הוכחה

, (   על החבורה ) 'משפט לגרנזמסקנה מלפי , לכן. היא חבורה    ,     -היות ו :סעיף א

.     נבחר .    יהי  (.   היא היחידה של   -זכרו ש)         מתקיים       לכל 

סעיף מ, לכן.                       -זה אומר ש.            אזי לפי מה שהראינו 

קיבלנו שלכל , לכן.                   -נובע ש, (      ם "אם      )' לגרנז משפטב

 .ל"מש .        מתקיים     



 ' אזי לפי משפט לגרנז.            ל ונסמן "כנ      תהיינה  :סעיף ב
 

  
  

   

    
 

   

 
 .

 , באותו אופן
 

  
  

   

 
 מתקיים (     ם ע)אזי לפי סעיף א ,    יהי . 

   

   
   

        .

 , באותו אופן
   

 מתקיים     לכל , לכן.     
   

-היות ו.          נסמן .        

' י מסקנה ממשפט לגרנזלפ .!(בדקו)    בהכרח , הן שתי קבוצות שונות בעלות גודל זהה      

 מתקיים     הראנו שלכל  .    מתקיים         לכל , (     על החבורה )
   

  

 , ולכן      
   

 
     

   

  
 

  . 

 מתקיים     הראינו כי לכל , לסיכום
   

 
 אז    -היות ו.     

   

 
נבחר לכן .      

  
   

 
 .ל"מש. וגמרנו   

אבלית ולכן כל תת   אזי .        ויהי       -כך ש    יהי , חבורה ציקלית  תהי  :סעיף ג

אזי הן ,  יש שתי תתי חבורות שונות בגודל   -של נניח בשלילה. היא נורמלית  חבורה של 

-אבל זה אומר ש .    מתקיים     כך שלכל       קיים , פי סעיף בנורמליות ולכן ל

 . תת חבורה אחרת מגודל  לכל היותריש   -ל, לכן. סתירהוזו             כלומר ,     

אז ,       -היות ו. נותר להראות שאכן יש תת חבורה כזו
   

 
   נגדיר . מספר שלם 

   

אזי .  

 .ל"מש . של   תת חבורה בגודל     כלומר ,             ולכן !( בדקו)       


