
)2תוספות לתרגול (ליניארית 

מינימליפולינום 

מציאת הפולינום המינימלי

(כאשר יודעים את הפולינום האופייני)שיטה ראשונה

- נסמן ב Af x את הפולינום האופייני שלn nA F  ונסמן את הפירוק של הפ"א לגורמים .

אי פריקים באופן הבא:           1 2

1 2
k

A kf x f x f x f x
  

   ראינו בשיעור שעבר .

שהפולינום המינימלי יכיל (לפחות פעם אחת) כל גורם אי פריק, ולכן צורתו היא: 

          1 2

1 2
k

A km x f x f x f x
  

   והמטרה שלנו כעת זה למצוא את החזקות

1,..., k  .

1לכל  i k  המספרים (השלמים) הבאה: נתבונן בסדרה

        2 3
, , ....i i irank f A rank f A rank f A

צב. המקום יקל לראות שזאת סדרה יורדת של מספרים טבעיים, ולכן באיזהו מקום היא תתי
שחיפשנו. iשבו הסדרה מתייצבת הוא בדיוק המקדם 

דוגמא

נתבונן במטריצה 

0 4 1 2

1 4 0 1

0 0 1 0

1 3 0 0
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. קל לבדוק שהפולינום האופייני שלה הוא 

     3
1 2Af x x x   ולכן הפולינום המינימלי הוא מהצורה

     11 2Am x x x
   1. נמצא את :
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1הסדרה התייצבה החל מהחזקה השניה ולכן  2 ו-     2
1 2Am x x x  

מש"ל

)לא יודעים את הפולינום האופייני(כאשר שניה שיטה 

nתהי  nA F  המטריצה עבורה אנו רוצים לחשב את הפולינום המינימלי. יהי 1,..., nv v

1. לכל nFבסיס למרחב הווקטורי  i n  :נתבונן בקבוצה הבאה 2, , ,...i i iv Av A v ברור

מקסימלי עבורו הקבוצה dשקיים  2, , ,..., d
i i i iv Av A v A v היא בת"ל. אזי הקבוצה

 2 1, , ,..., ,d d
i i i i iv Av A v A v A v היא בוודאי ת"ל ולכן קיימים סקלרים המקיימים

2 1
0 1 2 1... 0d d

i i i d i d iv Av A v A v A v     
      ועבור הסקלרים הנ"ל נגדיר את

הפולינום   2 1
0 1 2 1... d d

i d dm x x x x x     
      אזי הפולינום המינימלי של .

A) הוא הכפולה המשותפת המינימליתlcm של ( 1,..., nm m.

דוגמא

4נמצא את הפולינום המינימלי של המטריצה  4

2 3 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

A 

 
 
  
 
 
 

 למרות שברור)

)כאן מהו הפולינום האופייני, נשתמש בשיטה השנייה לשם התרגול 

נבחר את הבסיס הסטנדרטי:  1 4,...,e e .
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(במקרה שלנו, כמו כן נחשב את החזקות הראשונות של המטריצה (לנוחיות ההמשך): 
הסתבר לי בדיעבד, צריך למעשה רק את החזקה השניה... מה טוב....) 

2

4 12 0 0

0 4 0 0

0 0 4 0

0 0 0 9

A
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כעת נתחיל לבחון את הקבוצות הדרושות:

של המטריצה, וזה היתרון החישובי i-פשוט מחזיר את העמודה הie-(נשים לב שכפל ב
בבחירת הבסיס הסטנדרטי)

      1 1, 1,0,0,0 , 2,0,0,0e Ae  1ולכן מתקיים 12 0Ae e  :ונגדיר 1 2m x x 

        2
2 2 2, , 0,1,0,0 , 3,2,0,0 , 12,4,0,0e Ae A e  ולכן מתקיים

2
2 2 24 4 0A e Ae e   :ונגדיר   22

2 4 4 2m x x x x    

      3 3, 0,0,1,0 , 0,0,2,0e Ae  ולכן מגדירים 3 2m x x 

      4 4, 0,0,0,1 , 0,0,0,3e Ae  ולכן מגדירים 4 3m x x 

כעת, קל לראות כי      2

1 2 3 4, , , 2 3lcm m m m m x x  .ולכן זהו הפולינום המינימלי

מש"ל

(כאשר יודעים את הפולינום האופייני והמימד של המטריצה קטן יחסית שיטה שלישית
(אחרת לא יעיל))

פריקים: -מפרקים את הפולינום האופייני לגורמים אי  1
1

k
A kf x f f   מנחשים ש . -

  1A km x f f  מציבים את המטריצה. אם .  0Am A  סיימנו. אחרת, נתחיל להגדיל

את החזקות (ולהציב כל פעם). מדוע לא כל כך יעיל במימדים גדולים? כי יש לכסות את כל 
הקומבינציות של כל החזקות...

דוגמא

תהי 
1 0 2

0 1 0

0 0 0

A

 
   
 
 

1Aומצאו בעזרתו את A. מצאו את הפולינום המינימלי של 
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הפולינום האופייני הוא:      2
1 2Af x x x   ולכן יש רק שתי אפשרויות לפולינום

המינימלי. נבדוק את הראשונה: נציב את המטריצה בפולינום   1 2x x  .ונקבל אפס

לכן     1 2Am x x x   :כעת נמצא את ההופכית. מתקיים .
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