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 החבורה החופשית

 הגדרה

  קבוצה. 𝑋תהי 

 .החבורה החופשיתנקראת  𝔽𝑋החבורה 

𝑋איברי החבורה הם מילים באותיות  ∪ 𝑋−1. 

 הפעולה היא הדבקה.

 דוגמה

 תהי:

𝑋 ≔ {𝑎, 𝑏, 𝑐} 

 דוגמה לאיברי החבורה החופשית:

1 , 𝑎 , 𝑎−1 , 𝑎𝑎 , 𝑎𝑏−1 , 𝑎𝑏𝑐−1𝑎−1 

 דוגמה לפעולה בחבורה החופשית:

𝑎𝑏𝑐𝑎−1 ⋅ 𝑎𝑏𝑐𝑎−1 = 𝑎𝑏𝑐𝑏𝑐𝑎−1 

 הערה

𝑥לכל  ∈ 𝑋:מתקיים , 

𝑥𝑥−1 = 1
. . .

𝑥−1𝑥 = 1

 

∎ 

 דוגמה

 מתקיים: .1

𝔽∅ = 1 

 מתקיים: .2

𝔽{𝑎} ≅ ℤ 
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 הערה

:𝑓ערכית ועל -חד-אם קיימת פונקציה חד 𝑋 → 𝑌אז קיים איזומורפיזם , 𝑓: 𝔽𝑋 → 𝔽𝑌. 

 .|𝑋| -תלויה רק ב  𝔽𝑋לכן, 

 דוגמה

𝔽2קיים שיכון  ↪ 𝔽3. 

 נגדיר:

𝑎 ⟼ 𝑎
. . .
𝑏 ⟼ 𝑏

 

 הערה

𝔽3קיים שיכון  ↪ 𝔽2. 

 : הוכח!תרגיל

 הערה

,𝑔חבורה בעלת שני יוצרים  𝐺תהי  ℎ. 

 :פימורפיזםאזי, קיים א

𝜑: 𝔽2 → 𝐺 

 ידי:-המוגדר על

𝑎 ⟼ 𝑔
. . .
𝑏 ⟼ ℎ

 

 עפ"י משפט האיזומורפיזם הראשון: לכן,

𝐺 ≅
𝔽2

ker 𝜑⁄  

∎ 

 הערה

 ידי יוצרים ויחסים:-ייצוג על
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⟨𝑎, 𝑏 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1 = 1⟩ 

𝑎, 𝑏 .נקראים יוצרים 

𝑎2 = 𝑏2 = 𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1 =  נקראים יחסים. 1

 חבורת המנה:חבורה זו איזומורפית להערה, הי "עפ

𝔽{𝑎,𝑏}

דיי היחסים נוצרתה על  נורמליתה  חבורהה  ⁄תת   

 זו החבורה הגדולה ביותר שהיוצרים שלה מקיימים את היחסים המוגדרים.

 דוגמה

 מתקיים: .1

⟨𝑎 | 𝑎6 = 1⟩ ≅ ℤ6 

 מתקיים: .2

⟨𝑎, 𝑏 | 𝑎𝑚 = 𝑏2 = 1,   𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑎−1⟩ ≅ 𝒟𝑚 

∎ 

 הגדרה

𝑛יהי  = 4𝑚. 

 נגדיר:

𝑄2𝑚 ≔ ⟨𝑎, 𝑏 | 𝑎𝑚 = 𝑏2, 𝑏4 = 1,   𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑎−1⟩ 

 מתקיים:

𝑄2𝑚 = {𝑎𝑖𝑏𝑗  | 0 ≤ 𝑖 < 𝑚,   0 ≤ 𝑗 < 4} 

 מתקיים:

|𝑄2𝑚| = 4𝑚 

∎ 


