התמרות אינטגרליות (התמרות פורייה ולפלס)

מרצה: פרופסור לאוניד שוסטר

הוקלד ע"י רון גרשינסקי
הרצאה 1: אינטגרל פורייה
1.טורים

נשתמש בהגדרות הבאות:

הגדרה 1.1: 

יהיו הפונקציות 
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 מוגדרות בקטע 
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. נאמר שטור הפונקציות: 

[image: image3.wmf](,)(,)...(,)..., (,)  (1.1)
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מתכנס בקטע 
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 נכון, אם מתקיימים האי-שוויונים הבאים: 

1. 
[image: image5.wmf](,) , (,) , 1,2,... (1.2)
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עבור טורים אשר מתכנסים נכון, מתקיים המשפט הבא:

משפט 1.2:

מתקיימות טענות 1-3:

1. אם טור של פונקציות רציפות מתכנס נכון, אזי הסכום שלו הינו פונקציה רציפה.
2. אם טור של פונקציות אינטגרביליות מתכנס נכון, אזי ניתן לחשב את האינטגרל שלו איבר-איבר.
3. יהיו  שני הטורים

[image: image7.wmf](,)  ,  (,) (1.4)
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 או שני הטורים

[image: image8.wmf](,)  ,  (,) (1.5)
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מתכנסים נכון, אז ניתן לגזור את הטור המקורי 
[image: image9.wmf](,)
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 איבר-איבר.
2. כלל לייבניץ

להלן נתבונן בתכונות האינטגרל הבא:

[image: image10.wmf](,)(,,), (,) (1.6)
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משפט 2.1:

יהיו 
[image: image11.wmf]ab
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 ולכל ערכי הארגומנטים 
[image: image12.wmf],,

xys

 הפונקציה  
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 רציפה והנגזרת החלקית שלה לפי 
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 (או לפי 
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) גם כן רציפה, אזי הפונקציה 
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 רציפה, ומתקיים: 
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משפט 2.2:

נתבונן באינטגרל (1.6), אם מתקיימים התנאים הבאים:
1. 
[image: image19.wmf]ab
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2. לכל ערכי הארגומנטים 
[image: image20.wmf],,
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 הפונקציה 
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 והנגזרת שלה לפי 
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 רציפות.
3. לכל ערכי הארגומנטים 
[image: image23.wmf],,
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 מתקיימים האי-שוויונים הבאים: 
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     כאשר 
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 פונקציות חיוביות לפי 
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4. מתקיים 
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אז הפונקציה 
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 רציפה ובעלת נגזרת חלקית רציפה 
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· ניתן לנסח זאת בצורה דומה עבור 
[image: image31.wmf]'
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אנו נשתמש גם במשפט הבא:

משפט 2.3 (משפט ארצלה 1847-1912): 
תהי 
[image: image32.wmf](,)
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 מוגדרת במישור 
[image: image33.wmf]XOY

 ומקיימת את התנאים הבאים:
1. עבור כל 
[image: image34.wmf]y
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, האינטגרל (במובן של רימן) 
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 מתכנס.
2. עבור כל 
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, קיימת הנגזרת 
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3. עבור כל 
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, הפונקציה 
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 אינטגרבילית לפי 
[image: image40.wmf]x

 (במובן של רימן) בכל קטע סופי.
4. קיימת פונקציה אינטגרבילית לפי רימן 
[image: image41.wmf]()
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 כך שמתקיים: 
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 ללא כל תלות ב
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, וגם מתקיים 
[image: image44.wmf](,)
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 (במובן של רימן).
אזי הפונקציה
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גזירה עבור כל 
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 ומתקיים
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הערה: בצורה דומה המשפט פועל לכל המקרים בהם
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3. שינוי מיקום סימן האינטגרל
קודם עלינו להבין מזה קבוצה במידת אפס.
הגדרה 3.1:

יהיו 
[image: image50.wmf],
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 . אומרים שקבוצה 
[image: image51.wmf]A

 המוכלת בקטע 
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 היא במידת אפס, אם לכל 
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 ניתן למצוא מערכת קטעים פתוחים (אינטרוולים) סופית, כך שניתן לכסות את כל 
[image: image55.wmf]A

ע"י המערכת, כאשר נדרוש שאורך אורכי האינטרוולים יהיה קטן מ
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.

הערה: האינטרוול
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 מוגדר כך 
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תרגיל:
הוכח: כל קבוצת נקודות סופית או בת מניה היא במידת אפס

הוכחה: תהי 
[image: image59.wmf]12
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קבוצת בת מניה, יהי 
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נגדיר את האינטרוול 
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,

22

nn

nn

n

xx

ee

++

æö

D=-+

ç÷

èø

 . ברור שמערכת האינטרוולים 
[image: image63.wmf]{
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 היא כיסוי כל 
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. סכום אורכי כל 
[image: image65.wmf],  1

n

n

D³

 הוא:  
[image: image66.wmf]2

1

......

1

22

22

1

2

n

eeee

e

++++==

-

 לכן 
[image: image67.wmf]A

 היא במידת אפס.
תרגיל: 

הוכח: קבוצת כל המספרים הרציונאליים על הציר הממשי, היא במידת אפס

הוכחה: קבוצה זו היא בת מניה (ראה תרגיל קודם).

הגדרה 3.2:

הפונקציה 
[image: image68.wmf]()
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 ב
[image: image69.wmf]¡

, נקראת רציפה בקטעים, אם היא בעלת נקודות אי רציפות  מסוג ראשון בלבד, כאשר בכל קטע יש מספר סופי של נקודות אי רציפות.

תרגיל:

הוכח: תהי 
[image: image70.wmf][,]
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[image: image71.wmf]()
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 ב
[image: image72.wmf]¡

 פונקציה רציפה בקטעים, אז שקבוצת כל נקודות אי הרציפות היא במידת אפס.
הוכחה: בכל קטע 
[image: image73.wmf]0,1,2,...   [,1)
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 מכיל מספר סופי של נקודות אי רציפות של הפונקציה 
[image: image74.wmf]()
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, לכן איחוד של קטעים סופיים אלה יהיה בן מניה. לכן קבוצת נקודות אי הרציפות היא בת מניה, ולכן במידת אפס.
הגדרה 3.3:

יהיו 
[image: image75.wmf],
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, אומרים שתכונה כלשהי (רציפות,גזירות וכן הלאה) מתקיימת כמעט בכל מקום על 
[image: image76.wmf][,]
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, אם קבוצת הנקודות שבהם התכונה הזו אינה מתקיימת היא במידת אפס.
תרגיל: 

הוכח: תהי 
[image: image77.wmf]()
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 פונקציה רציפה בקטעים, עבור 
[image: image78.wmf]x
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, אזי הפונקציה 
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 רציפה כמעט בכל מקום על 
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הוכחה: קבוצת נקודות אי הרציפות של הפונקציה 
[image: image81.wmf]()
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לא יותר מבת מניה, לכן קבוצה זו היא במידת אפס.

משפט 3.3 (משפט לבג 1875-1941):
תהי 
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 פונקציה נתונה בקטע 
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[image: image84.wmf](),  [,]
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  אז הפונקציה אינטגרבילית (במובן של רימן) אם ורק אם היא רציפה כמעט בכל 
[image: image85.wmf][,]

ab

 (קבוצת נקודות אי הרציפות של 
[image: image86.wmf]()
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 היא במידת אפס)
תרגיל:
הוכח: כל פונקציה רציפה בקטעים אינטגרבילית (במובן של רימן)

הוכחה: קבוצת נקודות אי הרציפות של פונקציה רציפה בקטעים היא במידת אפס (ראה תרגיל קודם) לכן לפי משפט 3.3 (משפט לבג) מתקיים ש
[image: image87.wmf]()
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 אינטגרבילית לפי רימן.

תרגיל:

פונקצית דריכלה: 
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לפי רימן אינה אינטגרבילית.

הוכחה: קבוצת נקודות אי הרציפות של פונקצית דריכלה היא כל הקטע 
[image: image89.wmf][0,1]

. אכן, בכל נקודה 
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 ניתן למצוא 2 סדרות, 
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 כך ש
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 כאשר 
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 הן סדרות מספרים רציונאליים ואי רציונאליים, בהתאמה. אז:
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  כאשר 
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ולכן ל
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קיימת ב
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 נקודות אי רציפות (מסוג 2, כלומר לא קיימים הגבולות 
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נשאר לנו לבדוק, שהקטע 
[image: image102.wmf][0,1]

 אינו במידת אפס. נוכיח בשלילה, אם הוא במידת אפס,  אז 
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 קיימת מערכת אינטרוולים 
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 (סופית או בת מניה) כך ש 
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 קיים אינטרוול במערכת, שמכיל את הנקודה 
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 (וסכום אינטרוולים אלה הינו קטן מ 
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 אינטרוולים אלה בסך הכול מכסים את הקטע 
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 סכום אורכיהם גדול או שווה ל1 
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 זו סתירה 
[image: image113.wmf]Ü

 קבוצת נקודות אי הרציפות של פונקצית דריכלה - אינה במידת אפס 
[image: image114.wmf]Ü

 לפי משפט לבג פונקצית דריכלה לא אינטגרבילית (במובן של רימן).

משפט 3.4 (משפט ארצלה (צ'זר) 1847-1912):
תהיה נתונה סדרת הפונקציות  
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 המוגדרות בקטע 
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 ומקיימת את התכונות הבאות:
1. כל הפונקציות 
[image: image118.wmf]{
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 אינטגרביליות (במובן של רימן)
2. הסדרה 
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 מתכנסת לפונקציה כלשהי
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 כמעט בכל הקטע 
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 מתקיים כמעט בכל 
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אם מתקיימים התנאים הבאים:

     4.  הפונקציה 
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 אינטגרבילית (במובן של רימן)

     3. קיימת פונקציה 
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 אינטגרבילית (במובן של רימן), 
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אזי מתקיים השוויון: 
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אנו נשתמש בהגדרה הבאה:
הגדרה 3.5:

תהי 
[image: image131.wmf]()
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מוגדרת ב 
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אינטגרבילית מקומית (לפי המובן של רימן), אם היא אינטגרבילית בכל קטע סופי, נסמן 
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הגדרה 3.6:

תהי 
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 מוגדרת ב 
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 פונקציה 
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הערה: הסימון שאנו משתמשים בו עבור רימן, הוא הסימון שבו בדרך כלל משתמשים עבור לבג, אנו עושים זאת על מנת שבהמשך – כאשר נעבוד עם לבג, המעבר יהיה אוטומטי.
מסקנה 3.7:
תהי 
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 סדרת פונקציות ב
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 בעלת התכונות הבאות:
1. 
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2. מוגדרת ב
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 פונקציה 
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אם מתקיימים התנאים:

3. קיימת פונקציה 
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אז מתקיים השוויון הבא:
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הוכחה:

יהי 
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 קבוע שנבחר בהמשך. מתקיים:
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מפני ש 
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 ניתן למצוא לפי ה
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בקטע 
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 הסדרה שלנו מקיימת את כל תנאי משפט 3.4 (ארצלה) ולכן קיים 
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 מש"ל.
4. אינטגרלים מסוימים התלויים בפרמטר

משפט 4.1 (ארצלה):
תהי נתונה פונקציה 
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. אם מתקיימים התנאים הבאים:
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2. הפונקציה 
[image: image176.wmf](,)

fxy

 אינטגרבילית לפי 
[image: image177.wmf]x

 ב
[image: image178.wmf][,]

cd

 עבור כל 
[image: image179.wmf][,]

xab

Î


3. 
[image: image180.wmf],

sup(,)

xy

fxyL

£<¥

 (הפונקציה 
[image: image181.wmf](,)

fxy
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אז קיימים שני האינטגרלים המחוזררים:
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והם שווים אחד לשני.

נשתמש בהמשך בסימון הבא: 
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הגדרה 4.2:                                                                                                                אינטגרל לא אמיתי 
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נקרא מתכנס במידה שווה ב
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, אם מתקיים:
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 כך שלכל 
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 מתקיים האי שוויון הבא:
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משפט 4.3:

אינטגרל (4.1) מתכנס במידה שווה ב
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במקרים מסוימים נשתמש בקריטריון הבא להתכנסות במידה שווה.

משפט 4.4 (קריטריון ויירשטראס):
אם הפונקציה 
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1. מוגדרת ב
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אז האינטגרל 
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משפט 4.5 (אבל-דריכלה):
אם הפונקציה 
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4. הפונקציה 
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אז האינטגרל 
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משפט 4.6:

תהי הפונקציה 
[image: image211.wmf](,)

fxy

, אם מתקיים:

1. 
[image: image212.wmf](,)

fxy

 מוגדרת ב
[image: image213.wmf]{

}

()(,):  ,  [,]

xyxaycd

P¥=³Î


2. 
[image: image214.wmf](,)

fxy

 רציפה ב
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3. האינטגרל 
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אז הפונקציה 
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משפט 4.7:

אם הפונקציה 
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 מתכנסים במידה שווה (הראשון לפי 
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אז אם קיים אחד מהאינטגרלים: 
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אזי קיימים ושווים האינטגרלים המחוזררים: 

[image: image228.wmf](,)=(,)

ac

ca

fxydxdyfxydydx

¥¥

¥¥

éùéù

òò

òò

êúêú

ëûëû


דוגמא לשימוש המשפטים הנ"ל חולקה בכיתה.
_1287918775.unknown

_1287956276.unknown

_1288006928.unknown

_1288081455.unknown

_1288081822.unknown

_1288082526.unknown

_1288083547.unknown

_1288083791.unknown

_1288084416.unknown

_1288084549.unknown

_1288083809.unknown

_1288083728.unknown

_1288082732.unknown

_1288082948.unknown

_1288083165.unknown

_1288083173.unknown

_1288083291.unknown

_1288083082.unknown

_1288082877.unknown

_1288082649.unknown

_1288082141.unknown

_1288082462.unknown

_1288082494.unknown

_1288082282.unknown

_1288082249.unknown

_1288082116.unknown

_1288082014.unknown

_1288082061.unknown

_1288081873.unknown

_1288081592.unknown

_1288081733.unknown

_1288081752.unknown

_1288081608.unknown

_1288081519.unknown

_1288081525.unknown

_1288081498.unknown

_1288007512.unknown

_1288080858.unknown

_1288081216.unknown

_1288081341.unknown

_1288080885.unknown

_1288007566.unknown

_1288007595.unknown

_1288007646.unknown

_1288007689.unknown

_1288007585.unknown

_1288007549.unknown

_1288007558.unknown

_1288007540.unknown

_1288007142.unknown

_1288007207.unknown

_1288007481.unknown

_1288007313.unknown

_1288007427.unknown

_1288007177.unknown

_1288007059.unknown

_1288007109.unknown

_1288006991.unknown

_1288005597.unknown

_1288005816.unknown

_1288006093.unknown

_1288006104.unknown

_1288006805.unknown

_1288006066.unknown

_1288005891.unknown

_1288005671.unknown

_1288005709.unknown

_1288005756.unknown

_1288005702.unknown

_1288005626.unknown

_1288005660.unknown

_1288005608.unknown

_1287957245.unknown

_1287958065.unknown

_1288005303.unknown

_1288005315.unknown

_1288005206.unknown

_1288005296.unknown

_1287958390.unknown

_1287957877.unknown

_1287957997.unknown

_1287958016.unknown

_1287957784.unknown

_1287957815.unknown

_1287957726.unknown

_1287957338.unknown

_1287956703.unknown

_1287957071.unknown

_1287957099.unknown

_1287956802.unknown

_1287956551.unknown

_1287956679.unknown

_1287956504.unknown

_1287956531.unknown

_1287956321.unknown

_1287955103.unknown

_1287955559.unknown

_1287956213.unknown

_1287956227.unknown

_1287956246.unknown

_1287956258.unknown

_1287956221.unknown

_1287955746.unknown

_1287955770.unknown

_1287955601.unknown

_1287955394.unknown

_1287955416.unknown

_1287955231.unknown

_1287955244.unknown

_1287955148.unknown

_1287920923.unknown

_1287945240.unknown

_1287946580.unknown

_1287946598.unknown

_1287946481.unknown

_1287945004.unknown

_1287945156.unknown

_1287920965.unknown

_1287920508.unknown

_1287920534.unknown

_1287920541.unknown

_1287920520.unknown

_1287920405.unknown

_1287920469.unknown

_1287920477.unknown

_1287920451.unknown

_1287920194.unknown

_1287920302.unknown

_1287916459.unknown

_1287917050.unknown

_1287917694.unknown

_1287918019.unknown

_1287918391.unknown

_1287917878.unknown

_1287917924.unknown

_1287917774.unknown

_1287917416.unknown

_1287917555.unknown

_1287917651.unknown

_1287917428.unknown

_1287917113.unknown

_1287917304.unknown

_1287917086.unknown

_1287916593.unknown

_1287916998.unknown

_1287917019.unknown

_1287916605.unknown

_1287916619.unknown

_1287916600.unknown

_1287916556.unknown

_1287916572.unknown

_1287916577.unknown

_1287916563.unknown

_1287916488.unknown

_1287916507.unknown

_1287916467.unknown

_1287915898.unknown

_1287916188.unknown

_1287916255.unknown

_1287916277.unknown

_1287916446.unknown

_1287916272.unknown

_1287916233.unknown

_1287916248.unknown

_1287916230.unknown

_1287916108.unknown

_1287916131.unknown

_1287916139.unknown

_1287916075.unknown

_1287916087.unknown

_1287916060.unknown

_1287916035.unknown

_1287916045.unknown

_1287915928.unknown

_1287915819.unknown

_1287915859.unknown

_1287915879.unknown

_1287915835.unknown

_1287915792.unknown

_1287915808.unknown

_1287915771.unknown

_1287806089.unknown

