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 תזכורת

𝐺 .חבורה 

 הגדרה

,𝐴יהיו  𝐵 ⊆ 𝐺 :אזי 

𝐴𝐵 = {𝑎𝑏|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} 

𝑎𝐵 = {𝑎} ⋅ 𝐵 

𝐴𝑏 = 𝐴 ⋅ {𝑏} 

{𝑎𝑏} = {𝑎} ⋅ {𝑏} 

 הגדרה

𝐻תת חבורה  ≤ 𝐺  נורמלית אם∀𝑥: 𝐻𝑥 = 𝑥𝐻  מסמנים(𝐻 ⊲ 𝐺.) 

 כלומר, אם מתקיים:

∀𝑥 ∀ℎ ∈ 𝐻  ∃ℎ′ ∈ 𝐻: ℎ𝑥 = 𝑥ℎ′ 

 הגדרה

𝑨−𝟏 = {𝑎−1|𝑎 ∈ 𝐴} 

 הערה

𝐻−1 ⊆ 𝐻 ∧ 𝐻 ⋅ 𝐻 ⊆ 𝐻 ⟺ 𝐻≠∅ ≤ 𝐺 

1 −

. 𝐴 .
/

\
.

\

/
. 𝐵 .

− 𝐴 ∩ 𝐵    

 בעיה

,𝐴נניח  𝐵 ≤ 𝐺 האם .𝐴𝐵 ≤ 𝐺? 

 טענה

𝐴𝐵 ≤ 𝐺 ⇔ 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 

 הוכחה

⇒  

 .חבורה תת 𝐴𝐵 -נניח ש 

𝐵𝐴 = 𝐵−1𝐴−1 =
{𝑏−1𝑎−1}={(𝑎𝑏)−1}

(𝐴𝐵)−1 =

𝐴𝐵 תת

חבורה
𝐴𝐵 
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⇐  

(𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 =
𝐴,𝐵≤𝐺

𝐵𝐴 = 𝐴𝐵 

𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐵 = 𝐴(𝐵𝐴)𝐵 = 𝐴(𝐴𝐵)𝐵 ⊆

𝐴2⊆𝐴,

𝐵2⊆𝐵
𝐴 ⋅ 𝐵 

 מסקנה

 ל תתי חבורות היא תת חבורה.בחבורה אבלית, מכפלה ש

 דוגמא

𝐺 = 𝐺𝐿2(𝔽2) ≅ S3 

 𝛼 = (
1 1
0 1

) , 𝛽 = (
1 0
1 1

) 

𝛼2 = (
1 2
0 1

) = 𝐼 ⟹ 〈𝛼〉 = {1, 𝛼} 

𝛽2 = (
1 2
0 1

) = 𝐼 ⟹ 〈𝛽〉 = {1, 𝛽} 

⟹ 〈𝑎〉〈𝛽〉 = {1, 𝛼, 𝛽, 𝛼𝛽} 

      〈𝛽〉〈𝛼〉 = {1, 𝛼, 𝛽, 𝛽𝛼} 

𝛼𝛽 ≠ 𝛽𝛼 

⟹ 〈𝑎〉〈𝛽〉 ≰ 𝐺 

 מסקנה

𝐻לכל  ≤ 𝐺  לכל𝑁 ⊲ 𝐺 ,𝐻 ⋅ 𝑁 ≤ 𝐺. 

 הוכחה

𝐻𝑁 = ⋃ ℎ𝑁

ℎ∈𝐻

= ⋃ 𝑁ℎ

ℎ∈𝐻

= 𝑁𝐻 

 טענה

,𝑁נניח  𝐾 ⊲ 𝐺  אז𝑁𝐾 ⊲ 𝐺. 

 הוכחה

𝑥𝑁𝐾𝑥−1 = 𝑥𝑁𝑥−1𝑥𝐾𝑥−1 ⊆ 𝑁𝐾 

 תרגיל

⋂אז  𝐺של  שפחה של תתי חבורות נורמליותמ 𝜆∈Λ{𝑁𝜆}אם  𝑁𝜆 ⊲ 𝐺 
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 תזכורת

𝑁אם  ⊲ 𝐺 :אז 

𝐺/𝑁 = {𝑔𝑁|𝑔 ∈ 𝐺}  היא חבורה ביחס לכפל𝑔𝑁 ⋅ 𝑔′𝑁 = 𝑔𝑔′𝑁. 

|𝐺 𝑁⁄ | = [𝐺: 𝑁] =
|𝐺|

|𝑁|
 

 הגדרה

:𝜑 הומומורפיזם 𝐺 → 𝐻 וא פונקציה המקיימת ה𝜑(𝑥 ⋅ 𝑦) = 𝜑(𝑥) ⋅ 𝜑(𝑦). 

 נשים לב שמתקיים:

𝜑(1𝐺) = 1𝐻 ⟹ 𝜑(𝑥−1) = 𝜑(𝑥)−1 

 דוגמא

ℤיש הומומורפיזם  → ℤ𝑛  לפי𝑘 ↦ [𝑘]𝑚𝑜𝑑 𝑛. 

 הגדרות

 .הומומורפיזם חד חד ערכי נקרא מונומורפיזם )שיכון(

 .הומומורפיזם על נקרא אפימורפיזם )כיסוי(

 .הומומורפיזם חד חד ערכי ועל נקרא איזומורפיזם

 תרגיל

:𝜑יהי  𝐺 → 𝐻 הומומורפיזם. 

𝐼𝑚 𝜑 = {𝜑(𝑥)|𝑥 ∈ 𝐺} ≤ 𝐻

ker 𝜑 = {𝑥|𝜑(𝑥) = 1} ≤ 𝐺
 

 טענה

𝐻כל תת חבורה  ≤ 𝐺 אל הו הומומורפיזם שהיא תמונה של איז𝐺. 

 הוכחה

𝐻  היא התמונה של השיכון𝐻 → 𝐺:   ℎ ↦ ℎ. 

 טענה

𝑁תהי  ≤ 𝐺. 

𝑁 ⟺ 𝑁 ⊲ 𝐺  היא גרעין של הומומורפיזם מ– 𝐺 חבורה כלשהי.ל 
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 הוכחה

⇐  

:𝜗נתבונן בהטלה  𝐺 → 𝐺
𝑁⁄  המוגדרת על ידי𝑔 ↦ 𝑔𝑁. 

𝜗(𝑔𝑔′) = 𝑔𝑔′𝑁

𝜗(𝑔)𝜗(𝑔′) = 𝑔𝑁 ⋅ 𝑔′𝑁
  

⇒ 𝜗(𝑔𝑔′) = 𝜗(𝑔)𝜗(𝑔′) 

ker 𝜗 = {𝑔|𝑔𝑁 = 1𝑁} = {𝑔 ∈ 𝑁} = 𝑁 

 

⇒  

:𝜑יהי  𝐺 → 𝐻 הומומורפיזם. 

𝑁 = ker 𝜑 

𝑥יהי  ∈ 𝐺 ,𝑛 ∈ 𝑁. 

𝜑(𝑥𝑛𝑥−1) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑛)𝜑(𝑥)−1 = 𝜑(𝑥) ⋅ 1 ⋅ 𝜑(𝑥)−1 = 1 

𝑥𝑛𝑥−1לכן  ∈ ker 𝜑 = 𝑁 לומר כ𝑥𝑁𝑥−1 ⊆ 𝑁. 

 בדיקה עצמית

𝑁1, 𝑁2 ⊲, 𝑁1 ≠ 𝑁2 

𝑁1 ∩ 𝑁2 ⊲ 𝐺 

𝐺/𝑁1  ∩ 𝐺/𝑁2 = ∅ 

1𝐺/𝑁 = 1𝐺 ⋅ 𝑁 = 𝑁 
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 יזם הראשוןרפמשפט האיזומו

:𝜑יהי  𝐺 → 𝐻 אז הומומורפיזם .𝐺
ker 𝜑⁄ ≅ 𝐼𝑚 𝜑. 

 הוכחה

𝐾נסמן  = ker 𝜑. 

:𝜑̅"נגדיר"  𝐺
𝐾⁄ → 𝐼𝑚 𝜑  :לפי𝜑̅(𝑔𝐾) = 𝜑(𝑔). 

 מוגדר היטב?  𝜑̅למה 

𝑔𝐾אם  = 𝑔′𝐾  אז𝑔′ ∈ 𝑔𝐾  כלומר∃𝑘 ∈ 𝐾: 𝑔′ = 𝑔𝐾 

𝜑(𝑔′) = 𝜑(𝑔𝑘) = 𝜑(𝑔)𝜑(𝑘) =
𝑘∈ker 𝜑

𝜑(𝑔) 

 כעת,

𝜑̅(𝑔𝐾 ⋅ 𝑔′𝐾) = 𝜑̅(𝑔𝑔′𝐾) = 𝜑(𝑔𝑔′) = 𝜑(𝑔) ⋅ 𝜑(𝑔′) = 𝜑̅(𝑔𝐾) ⋅ 𝜑̅(𝑔′𝐾) 

𝐼𝑚 𝜑̅ = 𝐼𝑚 𝜑  ולכן𝜑̅ .על 

ker 𝜑̅ = {𝑔𝐾|𝜑(𝑔) = 1, 𝑔 ∈ 𝐾} = {𝐾} 

⇒,  𝜑̅ חד חד ערכי

 איזומופריזם. 𝜑̅לכן, 

 מסקנה

𝐴 -כדי להוכיח ש 
𝐵⁄ ≅ 𝐶  מספיק למצוא אפימורפיזם𝜑: 𝐴 → 𝐶  כך ש- ker 𝜑 = 𝐵. 

 


