
 14.04.2016 13הרצאה  המשפט היסודי של חשבון אינפ'
 נועם יערינכתב על ידי  

 

1 
 

 הלמ

,𝑎]אינטגרבילית בקטע  𝑓תהי  𝑏]תהי . 

𝐹(𝑥) ≔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

 

,𝑎]רציפה בקטע  𝐹אזי הפונקציה  𝑏]. 

 ההוכח

𝑥יהי  ∈ [𝑎, 𝑏]:יש להוכיח . 

𝐹(𝑥 + ℎ) →
ℎ→0

𝐹(𝑥) 

𝑥)עבור  = 𝑎  או𝑥 = 𝑏  תרגיל!( –יש לקחת גבול חד צדדי מתאים 

 נחשב:

|𝐹(𝑥 + ℎ) − 𝐹(𝑥)| = |∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+ℎ

𝑎

−∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

| =∗ |∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+ℎ

𝑥

| עבור≥
ℎ>0

 

≤ ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡
𝑥+ℎ

𝑥

≤ 𝑏≔sup|𝑓(𝑡)|
𝑡∈[𝑎,𝑏]

⋅ |ℎ| →
ℎ→0+

0 

∫)*תמיד  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝛾

𝛽
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝛾

𝛼
) 

ℎעבור  < 0: 

|∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+ℎ

𝑥

| = |∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑥+ℎ

| ≤
↑

𝑥+ℎ<𝑥

∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡
𝑥

𝑥+ℎ

≤ 𝛽 ⋅ |ℎ| →
ℎ→𝑜−

0 

 ינפיניטסימליהמשפט היסודי של חשבון א

,𝑎] -אינטג' ב  𝑓תהי  𝑏]תהי . 

𝐹(𝑥) ≔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

 

𝐹′(𝑥)מתקיים  𝑓של  𝑥. אזי לכל נקודת רציפות מוגדרת בקטע = 𝑓(𝑥) 

 הדוגמ

𝑒𝑥לפונקציה 
2

𝐹(𝑥)אין פונקציה קדומה אלמנטרית, אבל הפונקציה   ≔ ∫ 𝑒𝑡
2
𝑑𝑡 

𝑥

0
קדומה  

𝑒𝑥לפונקציה 
2

 .(∞,0] - ב 
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 משפט היסודיניסיון הוכחה ל

 בקטע. 𝑓נקודת רציפות של  𝑥תהי 

𝐹(𝑥 + ℎ) − 𝐹(𝑥)

ℎ
=
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+ℎ

𝑎
− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

ℎ
=
1

ℎ
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+ℎ

𝑥

= 

=
↑

0<ℎ עבור

ממע"מ האינטגרלי

𝑓(𝑐ℎ)
[𝑥,𝑥+ℎ]
𝑥≤𝑐ℎ≤𝑥+ℎ

→𝑥 סנדוויץ

 

 

𝑔רציפה,  𝑓: בתנאים מתאימים )משפט הערך הממוצע האינטגרלימ ≥  אינטג'(: 0

∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑐) ⋅ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 בקטע. 𝑐לאיזשהו 

𝑔(𝑥)ניקח  ≡  )קבועה(. 1

⇒ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑐) ⋅ ∫ 1𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑐) ⋅ (𝑏 − 𝑎) 

 זאת אומרת

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏 − 𝑎
= 𝑓(𝑐) 

 בקטע. 𝑐לאיזשהו 

  רציפה בכל הקטע. 𝒇: ההוכחה הנ"ל עובדת רק כאשר בהוכחה טעותה

 מתוקנת ההוכח

 נקודת רציפות. 𝑥 תהי נתחיל כמוקדם:

𝐹(𝑥 + ℎ) − 𝐹(𝑥)

ℎ
= ⋯ =

1

ℎ
⋅ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥+ℎ

𝑥

 

𝑓  רציפה ב– 𝑥 :לכן 

 inf 𝑓(𝑡)
𝑡∈[𝑥,𝑥+ℎ]

⏞    
𝛼ℎ

, sup 𝑓(𝑡)
𝑡∈[𝑥,𝑥+ℎ]

⏞    
𝛽ℎ

→
ℎ→0+

𝑓(𝑥) 

𝜀)לכל  > 𝛿יש  0 > 𝑓(𝑡)| -כך ש  0 − 𝑓(𝑥)| < 𝜀  לכל𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + 𝛿 

𝑓(𝑥) − 𝜀 ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝜀 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝜀 ≤
sup𝑓(𝑡)
inf 𝑓(𝑡)

≤ 𝑓(𝑥) + 𝜀 

ℎבפרט אם ניקח  < 𝛿) 
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 סנדוויץ:

𝑓(𝑥) ←
ℎ→0+

1

ℎ
⋅ 𝛼ℎ ⋅ ℎ ≤

1

ℎ
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+ℎ

𝑥

≤
1

ℎ
⋅ 𝛽ℎ ⋅ ℎ →

ℎ→0+
𝑓(𝑥) 

ℎ)עבור  < ,𝛼ℎנגדיר  0 𝛽ℎ  עבור הקטע[𝑥 + ℎ, 𝑥] ) 

 

1

ℎ
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+ℎ

𝑥

= −
1

ℎ
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑥+ℎ

=
1

|ℎ|
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑥+ℎ

 

𝑓(𝑥) ←
ℎ→0−

1

|ℎ|
⋅ 𝛼ℎ ⋅ |ℎ| ≤

1

|ℎ|
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑥+ℎ

≤
1

|ℎ|
⋅ 𝛽ℎ ⋅ |ℎ| →

ℎ→0−
𝑓(𝑥) 

 

∎ 

 ניוטון( –הנוסחה היסודית )לייבניץ 

,𝑎]רציפה בקטע  𝑓תהי  𝑏] 

,𝑎] -ב  𝑓פונקציה קדומה של  𝐹תהי  𝑏]. 

𝐹(𝑥))למשל,  = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
) 

 אזי

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)  

 ההוכח

𝐹(𝑥)עבור הפונקציה הקדומה  ≔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 זה ברור: 

𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

−∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑎

𝑎⏟      
=0

 

𝐺(𝑥) -כך ש  𝑐בקטע. אזי יש קבוע  𝑓פונקציה קדומה כלשהי של  𝐺כעת, תהי  = 𝐹(𝑥) + 𝑐  בכל

 הקטע. לכן:

G(𝑏) − 𝐺(𝑎) = (𝐹(𝑏) + 𝑐) − (𝐹(𝑎) + 𝑐) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

∎ 

 סימון

𝐹(𝑥)|𝑎
𝑏 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 
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 דוגמה

∫ 𝑥𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=
𝑥2

2
|𝑎
𝑏 =

𝑏2

2
−
𝑎2

2
 

 )ראינו בתחילת הנושא על ידי חישוב סכומים עליונים ותחתונים וגבולות(

 הכללה של הנוסחה היסודית

,𝑎] -אינטג' ב  𝑓תהי  𝑏] תהי .𝐹  ,פונקציה רציפה בקטע, ופרט למספר סופי של נקודות𝐹  גזירה

𝐹′(𝑥)ומקיימת  = 𝑓(𝑥) 

 אזי

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

 ההוכח

,𝑎]סדרת חלוקות של  𝑃(𝑛)תהי  𝑏]  עם𝜆(𝑃𝑛) → את הנקודות בהן לא מתקיים  𝑃𝑛. נוסיף לכל 0

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) עדיין .𝜆(𝑃𝑛) → 0. 

,𝑥𝑖−1]אחת מהחלוקות הנ"ל. בכל קטע  𝑃𝑛תהי  𝑥𝑖] ,בחלוקה 𝐹  רציפה בקטע )נתון( וגזירה ב- 

(𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) ,כיוון שהנקודות הבעייתיות הן קצוות של קטעים( ממע"מ( 

𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1
= 𝐹′(𝑑𝑖) = 𝑓(𝑑𝑖) 

𝑑𝑖לאיזשהי נקודה  ∈ (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) זה יהי הניקוד החלוקה שנבחר ל .– 𝑃𝑛. :אזי 

𝜎(𝑃𝑛)
↓𝑛→∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏
𝑎

=∑Δ𝑖 ⋅ 𝑓(𝑑𝑖)

𝑘

𝑖=1

=∑𝐹(𝑥𝑖)

𝑘

𝑖=1

− 𝐹(𝑥𝑖−1) טלסקופי= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

∎ 
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 דוגמה

𝑓(𝑥) ≔ [𝑥]  [1,3]בקטע. 

𝐹(𝑥)ניקח  ≔ {
𝑥 ,      1 ≤ 𝑥 ≤ 2
2𝑥 ,    2 ≤ 𝑥 ≤ 3

 

𝐹  גזירה בכל נקודה𝑥 ≠ 𝐹′(𝑥)ומקיימת  2 = 𝑓(𝑥) .𝐹 אינה רציפה. 

 :ננסה בכל זאת את הנוסחה היסודית

3 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

1

=? 𝐹(3) − 𝐹(1) = 6 − 1 = 5 

 לא רציפה! 𝑓לא נכון כי 

 אבל אם נוסיף קבועים שונים כרצוננו בקטעים השונים, אפשר לסדר את זה: 

𝐺(𝑥) ≔ {
𝑥 + 2,   1 ≤ 𝑥 ≤ 2
2𝑥,        2 ≤ 𝑥 ≤ 3

 

𝐺′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  לכל𝑥 ≠  רציפה בקטע לכן: 𝐺 –ו  2

3 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

1

=? 𝐺(3) − 𝐺(1) = 6 − 3 = 3 


