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 )סדר שני( מסדר גבוהלינאריות שוואות מ

 תזכורת

 משוואה לינארית מסדר גבוה היא משוואה דיפרנציאלית מהצורה:

𝑦(𝑛) = 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝑦
(𝑛−1) + 𝑎𝑛−2(𝑥) ⋅ 𝑦

(𝑛−2) +⋯+ 𝑎1(𝑥) ⋅ 𝑦
′ + 𝑎0(𝑥) ⋅ 𝑦 + 𝑏(𝑥) 

,𝑎𝑛−1(𝑥)אם כל המקדמים  𝑎𝑛−2(𝑥),⋯ , 𝑎0(𝑥), 𝑏(𝑥)  ,רציפים, אזי משפט קיום ויחידות תקף

,𝑦(𝑥0)כלומר, בהינתן תנאי התחלה  𝑦
′(𝑥0),⋯ , 𝑦

(𝑛−2)(𝑥0), 𝑦
(𝑛−1)(𝑥0),  קיים פתרון יחיד

 למשוואה המקיים את תנאי ההתחלה.

 תזכורת

 מימדי. 𝑛קטורי מהווה מרחב וו 𝑛קבוצת כל הפתרונות למשוואה לינארית הומוגנית מסדר  .1

𝑦פתרון כללי למשוואה לינארית אי הומוגנית הוא מהצורה  .2 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝 כאשר ,𝑦ℎ  פתרון

 פתרון פרטי למשוואה האי הומוגנית. 𝑦𝑝 –כללי למשוואה ההומוגנית המתאימה ו 

 ורונקיאן(ו)דטרמיננטת  תזכורת

,𝑦1עבור פונקציות  ⋯ , 𝑦𝑛 ,קיאן:דטרמיננטת וורונס 

     𝒲(𝑥) ≔ ||

𝑦1(𝑥) 𝑦2(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛(𝑥)

𝑦1
′(𝑥) 𝑦2

′(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
′ (𝑥)

⋮ ⋯ ⋱ ⋮

𝑦1
(𝑛−1)(𝑥) 𝑦2

(𝑛−1)(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
(𝑛−1)(𝑥)

||      

 תזכורת

𝒲(𝑥0) = 𝒲(𝑥)בנקודה אחת   0 =  בכל התחום. ⟺ 0

 תזכורת )משפט אבל(

𝒲′(𝑥) = 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝒲(𝑥) 

⇕ 

𝒲(𝑥) = 𝒲(𝑥0) ⋅ 𝑒
∫ 𝑎𝑛−1(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥
𝑥0  

 ערהה

 :2כאשר מדובר על משוואה לינארית הומוגנית מסדר 
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𝒲(𝑥) = |
𝑦1 𝑦2
𝑦1′ 𝑦2′

| 

⇓ 

𝒲(𝑥) = 𝑦1 ⋅ 𝑦2
′ − 𝑦2 ⋅ 𝑦1′ 

ידוע מתנאי  𝒲(𝑥)נתון,  𝑦1שכן, ניתן להשתמש בכך כדי להגיע מפתרון פרטי לפתרון כללי, 

 פתרון למשוואה לינארית מסדר ראשון. 𝑦2 –ו ההתחלה וממשפט אבל 

∎ 

 דוגמה

     𝑦′′ −
6

𝑥2
⋅ 𝑦 = 0      

 נמצא פתרון פרטי. ניקח:

𝑦 ≔ 𝑥3 

⇓ 

𝑦′ = 3𝑥2 

⇓ 

𝑦′′ = 6𝑥 

⇓ 

𝑦′′ −
6

𝑥2
⋅ 𝑦 = 6𝑥 −

6

𝑥2
⋅ 𝑥3 

𝑦′′ −
6

𝑥2
⋅ 𝑦 = 0 

 לכן:

𝑦1(𝑥) = 𝑥
3 , 𝑦1

′ = 3𝑥2 

 פתרון פרטי למשוואה.

 נפתור את בעיית קושי:
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{
 
 

 
 𝑦′′ −

6

𝑥2
⋅ 𝑦 = 0
.

𝑦(1) = 𝑐1
.

𝑦′(1) = 𝑐2

 

⇓ 

𝒲(1) = |
1 𝑐1
3 𝑐2

| 

⇓ 

𝒲(1) = 𝑐2 − 3𝑐1 

⇓ 

𝒲(𝑥) = 𝒲(1) ⋅ 𝑒∫ 0 𝑑𝑡
𝑥
1  

⇓ 

𝒲(𝑥) = 𝒲(1) 

⇓ 

𝒲(𝑥) ≔ 𝑘 

⇓ 

𝒲(𝑥) = |
𝑥3 𝑦2
3𝑥2 𝑦2′

| 

⇓ 

𝑘 = 𝑥3 ⋅ 𝑦2
′ − 3𝑥2 ⋅ 𝑦2 

 נפתור בשיטת גורם אינטגרציה:

𝑦2
′ −

3

𝑥
⋅ 𝑦2 =

𝑘

𝑥3
 

⇓ 

𝐼(𝑥) = 𝑒∫−
3
𝑥
 𝑑𝑥
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⇓ 

𝐼(𝑥) = 𝑒−3 log|𝑥| 

⇓ 

𝐼(𝑥) =
1

𝑥3
 

⇓ 

1

𝑥3
⋅ 𝑦2

′ −
3

𝑥4
⋅ 𝑦2 =

𝑘

𝑥6
 

⇓ 

(
1

𝑥3
⋅ 𝑦2)

′

=
𝑘

𝑥6
 

⇓ 

1

𝑥3
⋅ 𝑦2 = −

1

5
𝑘 ⋅

1

𝑥5
+ 𝑘2 

⇓ 

𝑦2(𝑥) = 𝑘1 ⋅
1

𝑥2
+ 𝑘2 ⋅ 𝑥

3 

∎ 

 

 

 

 

 

 

 



 13.07.2016  7הרצאה   משוואות דיפרנציאליות מסדר גבוה
 נכתב על ידי יהונתן רגב הורדת סדרשיטת  וורונסקיאן,

 

5 
 

 שיטות להפקת מידע נוסף ממידע חלקי

 שיטת הורדת סדר .1

נוריד את הבעיה למשוואה מסדר וגנית המתאימה, בהינתן פתרון יחיד למשוואה ההומ

𝑛 − 1. 

 שיטת וריאציית מקדמים .2

 בהינתן כל הפתרונות למשוואה ההומוגנית המתאימה, נפתור את המשוואה האי הומוגנית.

 פונקציית גרין .3

 .תה לפתרונות למשוואה האי הומוגניכלי לעבור מפתרונות למשואה ההומוגנית המתאימ

 משפט

 תהי:

𝑦(𝑛) = 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝑦
(𝑛−1) + 𝑎𝑛−2(𝑥) ⋅ 𝑦

(𝑛−2) +⋯+ 𝑎1(𝑥) ⋅ 𝑦
′ + 𝑎0(𝑥) ⋅ 𝑦 + 𝑏(𝑥) 

 .𝑛משוואה לינארית מסדר 

 פותרת את המשוואה ההומוגנית המתאימה. 𝑦0(𝑥)נניח שהפונקציה 

𝑦(𝑥)אם נציב  = 𝑧(𝑥) ⋅ 𝑦0(𝑥) אזי ,𝑧′(𝑥)  פותר משוואה לינארית מסדר𝑛 − 1. 

 ההער

𝑛הוא  ′𝑧הפתרון הכללי עבור  −  מימדי. 𝑛הוא  𝑧מימדי, לכן הפתרון הכללי עבור  1

 דוגמה

     𝑦′′ −
6

𝑥2
⋅ 𝑦 = 𝑥 ⋅ log 𝑥      

𝑦0(𝑥) = 𝑥
 פתרון למשוואה ההומוגנית המתאימה )ראינו(. 3

 נציב:

𝑦(𝑥) = 𝑧(𝑥) ⋅ 𝑦0(𝑥) 

⇓ 

𝑦′(𝑥) = 𝑧′(𝑥) ⋅ 𝑥3 + 𝑧(𝑥) ⋅ 3𝑥2 

⇓ 

𝑦′′(𝑥) = 𝑧′′(𝑥) ⋅ 𝑥3 + 𝑧′(𝑥) ⋅ 6𝑥2 + 𝑧(𝑥) ⋅ 6𝑥 



 13.07.2016  7הרצאה   משוואות דיפרנציאליות מסדר גבוה
 נכתב על ידי יהונתן רגב הורדת סדרשיטת  וורונסקיאן,

 

6 
 

 נציב במשוואה:

(𝑥3 ⋅ 𝑧′′(𝑥) + 6𝑥2 ⋅ 𝑧′(𝑥) + 6𝑥 ⋅ 𝑧(𝑥)) −
6

𝑥2
⋅ (𝑥3 ⋅ 𝑧(𝑥)) = 𝑥 ⋅ log 𝑥 

 נציב:

𝑤 ≔ 𝑧′ 

⇓ 

𝑥3 ⋅ 𝑤′ + 6𝑥2 ⋅ 𝑤 = 𝑥 ⋅ log 𝑥 

⇓ 

𝑤′ +
6

𝑥
⋅ 𝑤 =

log 𝑥

𝑥2
 

 נפתור בשיטת גורם אינטגרציה:

𝐼(𝑥) = 𝑒6⋅log|𝑥| 

⇓ 

𝐼(𝑥) = 𝑥6 

⇓ 

(𝑤 ⋅ 𝑥6)′ = 𝑥4 ⋅ log|𝑥| 

⇓ 

𝑤 ⋅ 𝑥6 = ∫𝑥4 ⋅ log|𝑥|  𝑑𝑥 

 ניעזר באינטגרציה בחלקים, ונקבל:

𝑤 ⋅ 𝑥6 =
𝑥5

5
⋅ log|𝑥| − ∫

𝑥5

5
⋅
1

𝑥
 𝑑𝑥 

⇓ 

𝑤 ⋅ 𝑥6 =
𝑥5

5
⋅ log|𝑥| −

𝑥5

25
+ 𝑐1 
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𝑤 =
log|𝑥|

5𝑥
=

1

25𝑥
+
𝑐1
𝑥6

 

⇓ 

𝑧 =
1

10
⋅ (log 𝑥)2 −

1

25
⋅ log 𝑥 − 𝑐1 ⋅

1

𝑥5
+ 𝑐2 

⇓ 

𝑦 =
1

10
⋅ 𝑥3 ⋅ (log 𝑥)2 −

1

25
⋅ 𝑥3 ⋅ log 𝑥

⏞                    
פתרון כללי

−𝑐1 ⋅
1

𝑥2
+ 𝑐2 ⋅ 𝑥3

⏞          
פתרון הומוגני כללי

 

∎ 

 


