
 10.03.2016 4הרצאה   הלא מסויםהאינטגרל 
 יהונתן רגבנכתב על ידי  

 

1 
 

 האינטגרל הלא מסוים

 תיקון לשיעור הקודם

בהגדרת הפונקציה הקדומה, ובמשפטים שאחר כך, התחום בו עובדים צריך להיות מהצורה 

(𝑎, 𝑏) או ,[𝑎, 𝑏) או ,(𝑎, 𝑏] או ,[𝑎, 𝑏] או ,(𝑎, ,𝑎], או (∞ ,∞−), או (∞ 𝑎) או ,(−∞, 𝑎] או ,

(−∞, ∞). 

 אינטגרלים לא מסוימים בסיסיים

 

 

∫ 0 𝑑𝑥 = 𝑐 

 𝛼 ≠ −1     ,     ∫ 𝑥𝛼𝑑𝑥 =
𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
+ 𝑐 

 𝛼 = −1     ,     ∫
𝑑𝑥

𝑥
= log|𝑥| + 𝑐 

∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐 

∫ 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

log 𝑎
+ 𝑐 

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 = − cos 𝑥 + 𝑐 

∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝑐 

∫
𝑑𝑥

cos2 𝑥
= tan 𝑥 + 𝑐 

∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥
= −𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑐 

∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= arcsin 𝑥 + 𝑐 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= arctan 𝑥 + 𝑐 = −𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑎𝑛 + 𝑐 
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 הוכחה

, ראינו שהנגזרת של הפונקציה של אגף ימין שווה 1חשבון אינפיניטסימלי בכל הנ"ל, בקורס 

 לפונקציה בתוך האינטגרל.

∎ 

∫
𝑑𝑥

𝑥
= log|𝑥| + 𝑐  

 הוכחה

0עבור  < 𝑥: 

(log|𝑥|)′ = (log 𝑥)′ =
1

𝑥
 

0עבור  > 𝑥: 

(log|𝑥|)′ = (log −𝑥)′ =
1

−𝑥
⋅ (−1) =

1

𝑥
 

∎ 

∫ 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

log 𝑎
+ 𝑐  

 הוכחה

(𝑎𝑥)′ = 𝑎𝑥 ⋅ log 𝑎 

𝑎𝑥 =
(𝑎𝑥)′

log 𝑎
 

∎ 

 הערה

∫
sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥      ,     ∫ 𝑒𝑥2

𝑑𝑥 

האינטגרלים הנ"ל קיימים, אך אינם פונקציות אלמנטריות )פונקציות המתקבלות מהפונקציות 

 (. נוכיח כי מוכרותה

http://math-wiki.com/images/8/85/%D7%97%D7%A9%D7%91%D7%95%D7%9F_%D7%90%D7%99%D7%A0%D7%A4%D7%99%D7%A0%D7%99%D7%98%D7%A1%D7%99%D7%9E%D7%9C%D7%99_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_21.pdf
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 שיטות אינטגרציה

 שיטת הפירוק )לינאריות( .1

 של האינטגרל הלא מסוים. תכונת הלינאריותשיטת אינטגרציה לפיה נעזרים ב

 דוגמה

∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥 ⋅ cos2 𝑥
 

∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥 ⋅ cos2 𝑥
=⏞

1=sin2 𝑥+cos2 𝑥

∫
sin2 𝑥 + cos2 𝑥

sin2 𝑥 ⋅ cos2 𝑥
𝑑𝑥 

 

∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥 ⋅ cos2 𝑥
= ∫

sin2 𝑥

sin2 𝑥 ⋅ cos2 𝑥
𝑑𝑥 + ∫

cos2 𝑥

sin2 𝑥 ⋅ cos2 𝑥
𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥 ⋅ cos2 𝑥
= ∫

𝑑𝑥

cos2 𝑥
+ ∫

𝑑𝑥

sin2 𝑥
 

∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥 ⋅ cos2 𝑥
= tan 𝑥 − 𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑐 

 דרך אחרת:

∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥 ⋅ cos2 𝑥
=⏞

2⋅sin 𝑥⋅cos 𝑥=sin 2⋅𝑥

∫
4

(2 ⋅ sin 𝑥 ⋅ cos 𝑥)2 
𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥 ⋅ cos2 𝑥
= 4 ⋅ ∫

1

(sin2 2 ⋅ 𝑥)2
𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑥

sin2 𝑥 ⋅ cos2 𝑥
=⏞

(−𝑐𝑡𝑎𝑛(2⋅𝑥))
′
=

2
sin2 2⋅𝑥

4 ⋅
1

2
⋅ (−𝑐𝑡𝑎𝑛(2 ⋅ 𝑥)) + 𝑐 

 

 יות הקדומות שמצאנו, קבוע: בהכרח, ההפרש בין הפונקצלכן, 

−2 ⋅ 𝑐𝑡𝑎𝑛(2 ⋅ 𝑥) − (tan 𝑥 − 𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

 ואכן:

−2 ⋅ 𝑐𝑡𝑎𝑛(2 ⋅ 𝑥) = −2 ⋅
cos(2 ⋅ 𝑥)

sin 2 ⋅ 𝑥
= −

2 ⋅ (cos2 𝑥 − sin2 𝑥)

2 ⋅ sin 𝑥 ⋅ cos 𝑥
=

sin2 𝑥 − cos2 𝑥

sin 𝑥 ⋅ cos 𝑥
 

tan 𝑥 − 𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 =
sin 𝑥

cos 𝑥
−

cos 𝑥

sin 𝑥
=

sin2 𝑥 − cos2 𝑥

sin 𝑥 ⋅ cos 𝑥
 

−2 ⋅ 𝑐𝑡𝑎𝑛(2 ⋅ 𝑥) − (tan 𝑥 − 𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) =
sin2 𝑥 − cos2 𝑥

sin 𝑥 ⋅ cos 𝑥
−

sin2 𝑥 − cos2 𝑥

sin 𝑥 ⋅ cos 𝑥
= 0 

∎ 

 אינטגרציה בחלקים .2

𝑢יהיו  = 𝑢(𝑥) , 𝑣 = 𝑣(𝑥)  .פונקציות גזירות 

 :(ראה סימון) אזי

http://math-wiki.com/images/a/a6/%D7%97%D7%A9%D7%91%D7%95%D7%9F_%D7%90%D7%99%D7%A0%D7%A4%D7%99%D7%A0%D7%99%D7%98%D7%A1%D7%99%D7%9E%D7%9C%D7%99_2_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_3.pdf
http://math-wiki.com/images/a/a6/%D7%97%D7%A9%D7%91%D7%95%D7%9F_%D7%90%D7%99%D7%A0%D7%A4%D7%99%D7%A0%D7%99%D7%98%D7%A1%D7%99%D7%9E%D7%9C%D7%99_2_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_3.pdf
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∫ 𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢 ⋅ 𝑣 − ∫ 𝑣 𝑑𝑢  

 

 הוכחה

∫ 𝑢 𝑑𝑣 + ∫ 𝑣 𝑑𝑢 = ∫ 𝑢 ⋅ 𝑣′𝑑𝑥 + ∫ 𝑣𝑢′𝑑𝑥 

∫ 𝑢 𝑑𝑣 + ∫ 𝑣 𝑑𝑢 = ∫(𝑢 ⋅ 𝑣′ + 𝑣 ⋅ 𝑢′) 𝑑𝑥 

∫ 𝑢 𝑑𝑣 + ∫ 𝑣 𝑑𝑢 = ∫(𝑢 ⋅ 𝑣)′ 𝑑𝑥 

∫ 𝑢 𝑑𝑣 + ∫ 𝑣 𝑑𝑢 = 𝑢𝑣 + 𝑐 

 לכן:

∫ 𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣 𝑑𝑢 + 𝑐 

∫ 𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣 𝑑𝑢 

∎ 

 הערה

 גזר.ינבחר את הפונקציה שנרצה שת 𝑢בתור 

 וגמהד

∫ log 𝑥 𝑑𝑥  

𝑢 ≔ log 𝑥  ⟹ 𝑑𝑢 =
1

𝑥
𝑑𝑥 

𝑑𝑣 ≔ 𝑑𝑥 ⟹ 𝑣 = 𝑥 

⇓ 

∫ log 𝑥  𝑑𝑥 = (log 𝑥) ⋅ 𝑥 − ∫ 𝑥 ⋅
1

𝑥
 𝑑𝑥 = 𝑥 ⋅ log 𝑥 − 𝑥 + 𝑐 = 𝑥 ⋅ (log 𝑥 − 1) + 𝑐 

∎ 

 דוגמה

∫ 𝑥2 ⋅ cos 𝑥 𝑑𝑥  

𝑢 ≔ 𝑥2  ⟹ 𝑑𝑢 = 2 ⋅ 𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑣 ≔ cos 𝑥 𝑑𝑥 ⟹ 𝑣 = sin 𝑥 

⇓ 
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∫ 𝑥2 ⋅ cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2 ⋅ sin 𝑥 − ∫ sin 𝑥 ⋅ 2 ⋅ 𝑥𝑑𝑥 = 𝑥2 ⋅ sin 𝑥 − 2 ⋅ ∫ 𝑥 ⋅ sin 𝑥 𝑑𝑥 

∫ 𝑥 ⋅ sin 𝑥 𝑑𝑥 

𝑢 ≔ 𝑥 ⟹ 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

𝑑𝑣 ≔ sin 𝑥 𝑑𝑥 ⟹ 𝑣 = − cos 𝑥 

⇓ 

∫ 𝑥 ⋅ sin 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 ⋅ (− cos 𝑥) − ∫ − cos 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑥 ⋅ cos 𝑥 + sin 𝑥 + 𝑐 

⇓ 

∫ 𝑥2 ⋅ cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2 ⋅ sin 𝑥 − 2 ⋅ (−𝑥 ⋅ cos 𝑥 + sin 𝑥) + 𝑐 

∎ 

 דוגמה

∫ 𝑒𝑥 ⋅ sin 𝑥 𝑑𝑥  

𝑢 ≔ sin 𝑥  ⟹ 𝑑𝑢 = cos 𝑥  𝑑𝑥 

𝑑𝑣 ≔ 𝑒𝑥𝑑𝑥 ⟹ 𝑣 = 𝑒𝑥 

⇓ 

∫ 𝑒𝑥 ⋅ sin 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 ⋅ 𝑒𝑥 − ∫ 𝑒𝑥 ⋅ cos 𝑥  𝑑𝑥 

𝑢 ≔ cos 𝑥  ⟹ 𝑑𝑢 = − sin 𝑥 𝑑𝑥 

𝑑𝑣 ≔ 𝑒𝑥𝑑𝑥 ⟹ 𝑣 = 𝑒𝑥 

⇓ 

∫ 𝑒𝑥 ⋅ sin 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 ⋅ 𝑒𝑥 − (𝑒𝑥 ⋅ cos 𝑥 + ∫ 𝑒𝑥 ⋅ ( − sin 𝑥) 𝑑𝑥) 

⇓ 

2 ⋅ ∫ 𝑒𝑥 ⋅ sin 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 ⋅ (sin 𝑥 − cos 𝑥) + 𝑐 

∫ 𝑒𝑥 ⋅ sin 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
⋅ 𝑒𝑥 ⋅ (sin 𝑥 − cos 𝑥) + 𝑐 

 

∎ 

 הצבה .3

:𝑡 -קטע מוכלל ו  𝐼, 𝐽בקטע מוכלל  𝑓 –קדומה ל  𝑔ו יהי 𝐽 → 𝐼 :גזירה. אזי 
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∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡) ⋅ 𝑡′ 𝑑𝑥 = 𝑔(𝑡) + 𝑐  

 הערה

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡(𝑥))     ,     𝑡′ = 𝑡′(𝑥)     ,     𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑡(𝑥)) 

 הוכחה

 עפ"י כלל השרשרת:

(𝑔(𝑡))
′

= 𝑔′(𝑡) ⋅ 𝑡′ = 𝑓(𝑡) ⋅ 𝑡′ 

∎ 

 דוגמה

∫ 𝑒cos 𝑥 ⋅ sin 𝑥  𝑑𝑥  

𝑡 ≔ cos 𝑥 ⟹ 𝑑𝑡 = − sin 𝑥  𝑑𝑥 

∫ 𝑒cos 𝑥 ⋅ sin 𝑥  𝑑𝑥 = − ∫ 𝑒𝑡 𝑑𝑡 = −𝑒𝑡 + 𝑐 = −𝑒cos 𝑥 + 𝑐 

∎ 

∫
√𝑥

𝑥 + 1
𝑑𝑥  

 נשתמש בשיטה בכיוון ההפוך:

𝑡 ≔ √𝑥  ⟹ 𝑥 = 𝑡2 ⟹ 𝑑𝑥 = 2 ⋅ 𝑡 𝑑𝑡 

⇓ 

∫
√𝑥

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = ∫

𝑡

𝑡2 + 1
2 ⋅ 𝑡 𝑑𝑡 

∫
√𝑥

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = 2 ⋅ ∫

𝑡2

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 

∫
√𝑥

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = 2 ⋅ ∫

𝑡2 + 1 − 1

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 

∫
√𝑥

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = 2 ⋅ (∫

𝑡2 + 1

𝑡2 + 1
 𝑑𝑡 − ∫

1

𝑡2 + 1
 𝑑𝑡) 

∫
√𝑥

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = 2 ⋅ (∫ 𝑑𝑡 − ∫

𝑑𝑡

𝑡2 + 1
) 

∫
√𝑥

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = 2 ⋅ (𝑡 − arctan 𝑡) + 𝑐 = 2 ⋅ (√𝑥 − arctan √𝑥) + 𝑐 

∎ 

 הצבה טריגונומטרית .4

 דוגמה
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∫ √𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥      ,     0 < 𝑎  

 :בשיטה בכיוון ההפוךנשתמש 

𝑥 ≔ 𝑎 ⋅ sin 𝑡  ⟹ 𝑑𝑥 = 𝑎 ⋅ cos 𝑡 𝑑𝑡 

0: נחשב את האינטגרל בקטע בו הערה ≤ cos 𝑡. 

⇓ 

∫ √𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥 = ∫ √𝑎2 − 𝑎2 ⋅ sin2 𝑡 ⋅ 𝑎 ⋅ cos 𝑡  𝑑𝑡 

∫ √𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥 = ∫ √𝑎2(1 − sin2 𝑡) ⋅ 𝑎 ⋅ cos 𝑡  𝑑𝑡 

∫ √𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥 = ∫ √𝑎2 cos2 𝑡 ⋅ 𝑎 ⋅ cos 𝑡  𝑑𝑡 

∫ √𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥 = ∫ 𝑎2 ⋅ cos2 𝑡 𝑑𝑡 

∫ √𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥 = 𝑎2 ⋅ ∫ cos2 𝑡  𝑑𝑡 

∫ √𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥 = 𝑎2 ⋅ ∫
cos 2 ⋅ 𝑡 + 1

2
 𝑑𝑡 

∫ √𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥 =
𝑎2

2
⋅ (∫ cos 2 ⋅ 𝑡  𝑑𝑡 + ∫ 𝑑𝑡) 

∫ √𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥 =
𝑎2

2
⋅ (

sin 2 ⋅ 𝑡

2
+ 𝑡) + 𝑐 

𝑥 = 𝑎 ⋅ sin 𝑡  ⟹ 𝑡 = arcsin
𝑥

𝑎
 

⇓ 

sin 2 ⋅ 𝑡 = 2 ⋅ sin 𝑡 ⋅ cos 𝑡 = 𝑠 ⋅ sin 𝑡 ⋅ √1 − sin2 𝑡 = 2 ⋅
𝑥

𝑎
⋅ √1 − (

𝑥

𝑎
)

2

 

⇓ 

∫ √𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥 =
𝑎2

2
⋅ (2 ⋅

𝑥

𝑎
⋅ √1 − (

𝑥

𝑎
)

2

+ arcsin
𝑥

𝑎
) + 𝑐 

∎ 

 ה נוספותשיטות אינטגרצי

 דוגמה
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∫ tan 𝑥  𝑑𝑥  

∫ tan 𝑥  𝑑𝑥 = ∫
sin 𝑥

cos 𝑥
𝑑𝑥 = ∫ −

1

cos 𝑥
𝑑(cos 𝑥) = − log|cos 𝑥| + 𝑐 

∎ 

 דוגמה

∫ c tan 𝑥  𝑑𝑥  

 :דומהפן באו

∫ c tan 𝑥  𝑑𝑥 = log|sin 𝑥| + 𝑐 

∎ 

 דוגמה

∫
1

sin 𝑥
𝑑𝑥  

∫
1

sin 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑥

2 ⋅ sin
𝑥
2 ⋅ cos

𝑥
2

=
1

2
⋅ ∫

1

cos2 𝑥
2

sin
𝑥
2 ⋅ cos

𝑥
2

cos2 𝑥
2

𝑑𝑥 = ∫

1
2 ⋅

1
cos2 𝑥

tan
𝑥
2

𝑑𝑥 

∫
1

sin 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

tan
𝑥
2

𝑑 (tan
𝑥

2
) = log |tan

𝑥

2
| + 𝑐 

∎ 

 

 

 


