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 שוואות לינאריות עם מקדמים קבועיםמ

 משוואה הומוגנית עם מקדמים קבועים

 תזכורת

  :משוואה הומוגנית היא משוואה מהצורה

𝐿(𝑦) = 0 

 כאשר: 

𝐿(𝑦) = 𝑎𝑛 ⋅ 𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1 ⋅ 𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎1 ⋅ 𝑦
′ + 𝑎0 ⋅ 𝑦 ;      𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛 ∈ ℝ 

𝐷𝑦 הוא פולינום באופרטור 𝐿כל  .1 = 𝑦′ ,:כלומר 

𝐿 = 𝑎𝑛 ⋅ 𝐷
𝑛 + 𝑎𝑛−1 ⋅ 𝐷

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1 ⋅ 𝐷 + 𝑎0 

 :לרכיבים לינאריים וריבועיים אי פריקים, כלומר ,ℝוניתן לפרקו, מעל 

ker 𝐿 = ⨁kerגורמים 

 א. מתקיים: .2

(𝐷 − 𝛼)𝑦 = 0  

⇕ 

𝑦 = 𝐶 ⋅ 𝑒𝛼⋅𝑥 

 ב. מתקיים:

(𝐷2 + 𝑏𝐷 + 𝑐)𝑦 = 0 

𝑏2אם      < 4𝑐 אז השורשים הם ,−𝑏/2 ± 𝑖𝜔 :וכן 

𝑦 = 𝑒−
𝑏
2 ⋅ (𝐴 cos(𝜔𝑥) + 𝐵 sin(𝜔𝑥)) 

 ג. מתקיים:

𝐿 𝑦 = 0 

⇕ 

𝐿𝑚 (𝑥𝑚−1𝑦) = 0 

∎ 

 משוואה אי הומוגנית עם מקדמים קבועים

 ניתן לפתור בעזרת שיטת וריאציית מקדמים.
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 שיטת "המשמיד"

𝐿𝑦 = 𝑏(𝑥) 

מעריכיות ופונקציות טריגונומטריות, מורכב כמכפלה של פולינומים, פונקציות  𝑏(𝑥)כאשר 

 "המושמדות" ע"י אופרטור עם מקדמים קבועים.

 טבלת אופרטורים משמידים

 משמיד פונקציה משפחה

𝑎𝑘𝑥∑ פולינום
𝑘

𝑛

𝑘=0

 𝐷𝑛+1 

𝑒𝛼𝑥 𝐷 פונקציה מעריכית − 𝛼 

;     sin(ω𝑥) פונקציה טריגונומטרית     cos(ω𝑥) 𝐷2 +ω2 

 

 דוגמה

     (𝐷2 + 3)𝑦 = 𝑒𝑥      

 פתרון המשוואה ההומוגנית הקשורה:

𝑦ℎ = 𝑐1 ⋅ cos(√3𝑥) + 𝑐2 ⋅ sin(√3𝑥) 

 האופרטור "המשמיד":

𝑀 = 𝐷 − 1 

 נפעיל את המשמיד:

(𝐷 − 1)(𝐷2 + 3)𝑦 = 0 

⇓ 
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𝑦 = 𝑐1 ⋅ cos(√3𝑥) + 𝑐2 ⋅ sin(√3𝑥)
⏞                  

𝑦ℎ

+ 𝑐3 ⋅ 𝑒
𝑥 

 נחפש פתרון פרטי מהצורה מהצורה:

𝑦𝑝 = 𝑐3 ⋅ 𝑒
𝑥  

 נגזור:

𝑦𝑝
′ = 𝑐3 ⋅ 𝑒

𝑥  

𝑦𝑝
′′ = 𝑐3 ⋅ 𝑒

𝑥 

 במשוואה:נציב 

(𝑦𝑝
′′ + 3)𝑦𝑝 = 𝑒

𝑥 

⇓ 

𝑐3 ⋅ 𝑒
𝑥 + 3𝑐3 ⋅ 𝑒

𝑥 = 𝑒𝑥 

⇓ 

𝑐3 =
1

4
 

 לכן, הפתרון הכללי למשוואה:

𝑦 = 𝑐1 ⋅ cos(√3𝑥) + 𝑐2 ⋅ sin(√3𝑥) +
1

4
⋅ 𝑒𝑥 

∎ 

 דוגמה

     (𝐷2 + 1)𝑦 = 𝑥2 + 4      

 פתרון המשוואה ההומוגנית הקשורה:

𝑦ℎ = 𝐴 ⋅ sin(𝑥) + 𝐵 ⋅ cos(𝑥) 

 האופרטור המשמיד:

𝑀 = 𝐷3 
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 נפעיל את המשמיד:

𝐷3 ⋅ (𝐷2 + 1)𝑦 = 0 

⇓ 

𝑦 = 𝐴 ⋅ sin(𝑥) + 𝐵 ⋅ cos(𝑥) + 𝑐1 ⋅ 𝑥
2 + 𝑐2 ⋅ 𝑥 + 𝑐3 

 נחפש פתרון פרטי מהצורה:

𝑦𝑝 = 𝑐1 ⋅ 𝑥
2 + 𝑐2 ⋅ 𝑥 + 𝑐3 

 נגזור:

𝑦𝑝
′ = 2𝑐1 ⋅ 𝑥 + 𝑐2 

𝑦𝑝
′′ = 2𝑐1 

 נציב במשוואה:

(𝑦𝑝
′′ + 1)𝑦𝑝 = 𝑥

2 + 4 

⇓ 

2𝑐1 + 𝑐1𝑥
2 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3 = 𝑥

2 + 4 

⇓ 

𝑐1𝑥
2 + 𝑐2𝑥 + 2𝑐1 + 𝑐3 = 𝑥

2 + 4 

𝑥2 ∶ 𝑐1 = 1
𝑥  ∶ 𝑐2 = 0
1  ∶ 2𝑐1 + 𝑐3 = 4

 

⇓ 

𝑐1 = 1 

𝑐2 = 0 

𝑐3 = 2 

 לכן, הפתרון הכללי למשוואה:

𝑦 = 𝐴 ⋅ 𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝐵 ⋅ cos(𝑥) + 𝑥2 + 2 
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∎ 

 דוגמה

     (𝐷2 − 4𝐷 + 4)𝑦 = 2 ⋅ 𝑒2𝑥 + cos(𝑥)      

 פתרון המשוואה ההומוגנית הקשורה:

𝑦ℎ = 𝑐1 ⋅ 𝑒
2𝑥 + 𝑐2 ⋅ 𝑥 ⋅ 𝑒2𝑥 

 האופרטור "המשמיד":

𝑀 = (𝐷 − 2) ⋅ (𝐷2 + 1) 

 נפעיל את "המשמיד":

(𝐷 − 2) ⋅ (𝐷2 + 1) ⋅ (𝐷 − 2)3𝑦 = 0 

⇓ 

(𝐷2 + 1) ⋅ (𝐷 − 2)3𝑦 = 0 

⇓ 

𝑦 = 𝐵1 ⋅ sin(𝑥) + 𝐵2 ⋅ cos(𝑥) + 𝐵3 ⋅ 𝑒2𝑥 + 𝐵4 ⋅ 𝑥 ⋅ 𝑒2𝑥⏞              
𝑦ℎ

+ 𝐵5 ⋅ 𝑥
2 ⋅ 𝑒2𝑥  

 נחפש פתרון פרטי מהצורה:

𝑦𝑝 = 𝐵1 ⋅ sin(𝑥) + 𝐵2 ⋅ cos(𝑥) + 𝐵5 ⋅ 𝑥
2 ⋅ 𝑒2𝑥  

 נגזור:

𝑦𝑝
′ = 𝐵1 ⋅ cos(𝑥) − 𝐵2 ⋅ sin(𝑥) + (2𝐵5 ⋅ 𝑥 + 2𝐵5 ⋅ 𝑥

2) ⋅ 𝑒2𝑥 

𝑦𝑝
′′ = −𝐵1 ⋅ sin(𝑥) − 𝐵2 ⋅ cos(𝑥) + (4𝐵5 ⋅ 𝑥 + 4𝐵5 ⋅ 𝑥

2 + 2𝐵5 + 4𝐵5 ⋅ 𝑥) ⋅ 𝑒
2𝑥 

 נציב במשוואה, ונקבל:

2B5 ⋅ 𝑒
2𝑥 = 2 ⋅ 𝑒2𝑥 

⇓ 

𝐵5 = 1 
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,𝐵1באופן דומה נקבל את  𝐵2. 

∎ 

 דוגמה

     𝑦′′ + 𝑏 ⋅ 𝑦′ + 𝑦 = sin(𝜔 ⋅ 𝑥)  ,     0 < 𝑏 ≪ 1 , 𝜔 ∈ ℝ      

 פתרון המשוואה ההומוגנית המתאימה:

𝑦ℎ = 𝑒
−
𝑏
2
⋅𝑥 ⋅ (𝐴 ⋅ sin(√1 −

𝑏2

4
⋅ 𝑥) + 𝐵 ⋅ cos(√1 −

𝑏2

4
⋅ 𝑥)) 

 נחפש פתרון פרטי מהצורה:

𝑦𝑝 = 𝑐1 ⋅ sin(𝜔 ⋅ 𝑥) + 𝑐2 ⋅ cos(𝜔 ⋅ 𝑥) 

 נגזור:

𝑦𝑝
′ = 𝑐1𝜔 ⋅ cos(𝜔 ⋅ 𝑥) − 𝑐2𝜔 ⋅ sin(𝜔 ⋅ 𝑥) 

𝑦𝑝
′′ = −𝑐1𝜔

2 ⋅ sin(𝜔 ⋅ 𝑥) − 𝑐2𝜔
2 ⋅ cos(𝜔 ⋅ 𝑥) 

 נציב במשוואה, ונקבל:

sin(ω𝑥) ∶ . −𝑐1𝜔
2 − 𝑏𝑐2𝜔 + 𝑐1 = 1

cos(ω𝑥) ∶ . −𝑐2𝜔
2 + 𝑏𝑐1𝜔 + 𝑐2 = 0

 

⇓ 

𝑐2 =
𝑏𝑐1𝜔

𝜔2 − 1
 

⇓ 

𝑐1(1 − 𝜔
2) −

𝑏2𝜔2𝑐1
𝜔2 − 1

= 1  

⇓ 

𝑐1 (
(1 − 𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2

1 − 𝜔2
) = 1 
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⇓ 

𝑐1 =
1 − 𝜔2

(1 − 𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
 

⇓ 

𝑐2 = −
𝑏𝜔

(1 − 𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
 

 לכן:

𝑦𝑝 =
1 − 𝜔2

(1 − 𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
⋅ sin(𝜔𝑥) −

𝑏𝜔

(1 − 𝜔2)2 + 𝑏2𝜔2
⋅ cos(𝜔𝑥) 

𝜔כאשר 
     .     
→   1: 

𝑦𝑝 = −
1

𝑏
⋅ cos(𝑥) 

 הערה

, כאשר מניעים מערכת מחזורית בתדר הנכון, מקבלים תנודות גדולות תהודהתופעה זו נקראת 

 מאוד.

∎ 


