
  7הרצאה 
  תת מרחבים

  אם: Vתת מרחב של  w. נאמר ש Fמרחב וקטורי מעל  Vיהא 
1 .W Vφ ≠ ⊆.  

  .ViF, והכפל הסקלרי Vשל  +Vביחס לפעולת החיבור  Fרי מעל היא מרחב וקטו W. הקבוצה 2

  קריטריון מקוצר– משפט
  מקיים את התכונות הבאות: W . אםFמרחב וקטורי מעל  Vיהא 

1 .0V W V∈ ⊆.  

w. לכל 2 W∈  ולכלα ∈F  מתקייםV w Wα ∈i
F

.  

u,. לכל 3 w W∈  מתקייםVu w W+ ∈.  

  .Vהוא תת מרחב של  Wאז 
  הוכחה

0Vמכיוון ש  W V∈ Wנקבל ש  ⊇ Vφ ≠ היא מרחב וקטורי מעל  W, ולכן נשאר להראות שהקבוצה ⊇

F  ביחס לפעולת החיבורV+  שלV והכפל הסקלרי ,ViF.  

  .+נרשום את פעולת החיבור כ  +Vמכיוון שכל פעולות החיבור הם ביחס לפעולת החיבור 

נרשום את פעולת  ViFז"א  Vון שהכפל הסקלרי הוא ביחס להגדרת הכפל הסקלרי של המרחב וקטורי מכיו
  . iהכפל הסקלרי כ 

  נראה שכל התנאים בהגדרת מרחב וקטורי מתקיימים.
u,מוגדרות: נתון שלכל  .1 w W∈  מתקייםu w W+ ∈.  
,קיבוץ: יהיו  .2 ,u v w W∈  מכיוון שW V⊆  נקבל ש, ,u v w V∈  מכיוון שV  מרחב וקטורי

)נקבל ש  ) ( )u v w u v w+ + = + +. 

u,יהיו  חילוף: : .3 v W∈  מכיוון שW V⊆  נקבל ש,u v V∈  מכיוון שV  מרחב וקטורי נקבל ש
u v v u+ = +. 

uאיבר נייטרלי: יהי  .4 W∈  מכיוון שW V⊆  נקבל שu V∈   0נתון שV W∈  מכיוון שV 

0vuנקבל ש  Vהוא איבר נייטרלי לחיבור ב  0Vמרחב וקטורי ו  u+ הוא איבר  0V, ולכן =

 .Wנייטרלי לחיבור ב 
uאיבר נגדי: יהי  .5 W∈  מכיוון שW V⊆  נקבל שu V∈  מכיוון שV בל ש מרחב וקטורי נק

( ) ( )1 1u u u− = − = −i i. 

wלכל  נתון ש W∈  ולכלα ∈F  מתקייםV w Wα ∈i
F

u, בפרט עבור  W∈ ,1α = (כאשר  −

נובע מתכונות השדה).  −1קיום האיבר  Fלאיבר היחידה בשדה  הוא איבר נגדי −1

( )1u W u W− ∈ ⇐ − ∈i. 

 תכונות הכפל הסקלרי: .6
wמוגדרות: נתון שלכל  .א W∈  ולכלα ∈F  מתקייםV w Wα ∈i

F
. 

uקיבוץ: יהי  .ב W∈  מכיוון שW V⊆  נקבל שu V∈  מכיוון שV  מרחב וקטורי נקבל

α,שלכל  β ∈F  מתקיים( ) ( )u uα β α β=i i i i. 

uדה: יהי כפל יחי .ג W∈  מכיוון שW V⊆  נקבל שu V∈  מכיוון שV  מרחב וקטורי
1נקבל ש  u u=i. 

 פילוג: .ד



i.  יהיו,u v W∈  מכיוון שW V⊆  נקבל ש,u v V∈  מכיוון שV  מרחב וקטורי נקבל

αשלכל  ∈F ( )u v u vα α α+ = +i i i. 

ii.  יהיu W∈  מכיוון שW V⊆  נקבל שu V∈  מכיוון שV  מרחב וקטורי נקבל שלכל

,α β ∈F ( ) v v vα β α β+ = +i i i.  

  מרחבים טריוויאליים-תת
}הקבוצות אז  Fמרחב וקטורי מעל  Vאם  }0vW Wוכן  = V= מרחבים של - הן תתV.  

}נראה  }0vW   . יש להראות שכל תנאי המשפט הקודם מתקיימים:Vמרחב של -הוא תת =

1 .{ }0 0V V V∈ ⊆.  

2 .{ }0 0 0 0V V V V+ = ∈.  

}נקבל ש  α. לכל סקלר 3 }0 0 0V V Vα = ∈i.  

  קריטריון מקוצר
W, ונניח ש Fמרחב וקטורי מעל  Vיהא  V⊆  :מקיימת  

1 .W φ≠.  
u,. לכל 2 w W∈  וα ∈F ,u w Wα+ ∈.  

  .Vשל  מרחב- תת Wאזי 
  הוכחה

  יש להראות שכל תנאי המשפט הקודם מתקיימים.
0Vנוכיח ש  .1 W∈ש  : נתוןW φ≠ יהי ,u W∈ נתון שלכל .,u w W∈  וα ∈F ,u w Wα+ ∈ 

) ובפרט  )1u u W+ − u. מכיוון ש ∋ W V∈ uאז  ⊇ V∈  ומכיוון שV  מרחב ווקטורי נקבל ש

( )1 0Vu u+ − =.  

u,נתון שלכל  .2 w W∈  וα ∈F ,u w Wα+ 1αובפרט עבור  ∋ 1uמתקיים  = w W+ ∈i.  מכיוון
wש  W V∈ wאז  ⊇ V∈  ומכיוון שV  1מרחב ווקטורי נקבל ש w w=i.  

u,נתון שלכל  .3 w W∈  וα ∈F ,u w Wα+ 0uובפרט עבור  ∋ 0מתקיים  = w Wα+ ∈i. 
wמכיוון ש  W V∈ wאז  ⊇ V∈  ומכיוון שV  0מרחב ווקטורי נקבל ש w wα α+ =i i. 
  מרחב האפס
mטריצה עבור המ nA ×∈F המרחב ,{ }: 0v Av 0Axנקרא מרחב הפתרונות של המערכת  = או מרחב  =

  האפס.
  הערה

}מרחב האפס  }: 0N v Av= mכאשר  = nA ×∈F הוא תת מרחב שלn
F.  

0 0A 0Nולכן  = Nφ ≠ ⇐ ∈.  
u,יהיו  w N∈  וα ∈F .,u w N∈  0ולכןAu Aw= =.  

( ) ( ) 0 0 0u w N A u w Au A w Au Awα α α α α+ ∈ ⇐ + = + = + = + =.  

nתת מרחב של  Nים ולכן כל התנאים של הקריטריון המקוצר מתקיימ
F.  

  1 דוגמא

1

2

3

1 2 3 0

1 1 1 0

x

x

x

 
     =        

 

   

  נדרג את המטריצה



1 2 21 2 3 1 2 3

1 1 1 0 1 1

R R R− →   
≈   

   
 .3x  1הוא משתנה חופשי. נסמן 2 3x t x t x t= − ⇐ = − ⇐ =.  

)כת המשוואות הוא הפתרון הכללי של מער )1, 1,1t − )סה"כ קיבלנו ש  − ){ }1, 1,1− הוא בסיס למרחב  −

  האפס.
  2דוגמא 

1

2

3

4

1 2 3 4 0

1 1 2 3 0

2 3 5 7 0

x

x

x

x

 
    
     =           

 

  

  נדרג את המטריצה 

1 2 2

1 2 3 2 3 32
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 2 3 0 0 1 1 0 0 1 1

2 4 5 7 0 0 1 1 0 0 0 0

R R R
R R R R R R
− →
− → − →

     
     ≈ ≈     
     
     

  

2קיבלנו שני משתנים חופשיים  4,x x.  

1נסמן  3 2 42 ,x t s x s x t x s= − − ⇐ = − ⇐ =   ואז הפתרון הכללי של מערכת המשוואות הוא =

( ) ( ) ( )2 , , , 2,1,0,0 1,0, 1,1t s t s s t s− − − = − + − והבסיס של מרחב האפס הוא  −

( ) ( ){ }2,1,0,0 , 1,0, 1,1− − −.  

  דרך נוספת למציאת בסיס:
2המשתנים החופשיים הם  4,x x 2. נציב 40, 1x x= 1ונקבל  = 31, 1x x= − = −.  

2נציב  41, 0x x= 1ונקבל  = 32, 0x x= − )ואז הבסיס הוא  = ) ( ){ }2,1,0,0 , 1,0, 1,1− − −.  

  הערה
  משתנים חופשיים. sהפתרון הכללי של מערכת הומוגנית, ונניח שלצורה המדורגת של המערכת יש  Nיהי 
1יהיו  2, ,..., su u u  הפתרונות המתקבלים ע"י הצבת מספר אחד (או כל מספר שונה מאפס) באחד המשתנים

dimהחופשיים ואפס בשאר המשתנים החופשיים. אז  N s=  1ו 2, ,..., su u u  יוצרים בסיס שלN.  
  נוכיח בהמשך את ההערה הנ"ל.
  מערכת משוואות לא הומוגנית

Axשל מערכת לא הומוגנית אוסף הפתרונות  b= ( )0b מכיוון ש  Fאינו מרחב וקטורי מעל השדה  ≠

0 0A b=   פס לא נמצא בקבוצת הפתרונות של המערכת הלא הומוגנית.ואז א ≠
  משפט

Axפתרון פרטי של המערכת הלא הומוגנית  0vיהי  b= ( )0b -הפתרון הכללי של מערכת אי Uויהא  ≠

}ליניאריות. אזי הומוגנית של משוואות  }0 0U v N v u u N= + = + ∈.  

   Nכאשר 
  הערה

שימו לב שלא בהכרח יש פתרון למערכת הלא הומוגנית. אנחנו מניחים במשפט שיש פתרון למערכת 
Ax b=  .  
  הוכחה
vנניח ש  U∈ 0. מכיוון שv  0פתרון של המערכת הלא הומוגנית מתקייםAv b= מכיוון ש .v U∈ 

Avמתקיים   b= 0. נסמןu v v= )ואז  − )0 0 0Au A v v Av Av b b= − = − = − uולכן  = N∈.  



( )0 0 0 0v v v v v u v N= + − = + ∈ +.  

0vנניח ש  v N∈ uז"א קיים  + N∈  0כך שv v u= )ואז  + )0 0 0Av A v u Av Au b b= + = + = + =.  

vסה"כ קיבלנו ש  U∈.  
  3דוגמא 

1

2

3

4

1 2 3 4 10

1 1 2 3 7

2 3 5 7 17

x

x

x

x

 
    
     =           

 

  

)ש  נשים לב   הוא פתרון פרטי של המערכת הלא הומוגנית. 1,1,1,1(

)ש  2ראינו בדוגמא  ) ( )2,1,0,0 1,0, 1,1t s− + −   הוא פתרון כללי של המערכת הלא הומוגנית ולכן  −

( ) ( ) ( )1,1,1,1 2,1,0,0 1,0, 1,1t s+ − + −   הוא פתרון כללי של המערכת הלא הומוגנית. −

  מרחבים-חיתוך של תת
  משפט

W,יהיו  U מרחבים של מרחב וקטורי - תתV  אזיU W∩  תת מרחב שלV.  
  הוכחה

  נוכיח שתנאי הקריטריון המקוצר מתקיימים.
0vנקבל ש  Vתת מרחב של  Uמכיוון ש  U V∈ ⊆.  

0vנקבל ש  Vתת מרחב של  Wמכיוון ש  W V∈ ⊆.  

0vסה"כ נקבל ש  U W V∈ ∩ ⊆.  

u,יהיו  w U W∈ αו  ∩ ∈F.  
u,מכיוון ש  w U W∈ u,אז  ∩ w U∈ .U  תת מרחב שלV ולכן ,u w Uα+ ∈.  
u,מכיוון ש  w U W∈ u,אז  ∩ w W∈ .W  תת מרחב שלV ולכן ,u w Wα+ ∈.  

uסה"כ נקבל ש  w U Wα+ ∈ ∩.  
  דוגמא

U,4יהיו  V ⊆ ℝ :המרחבים הבאים  

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
3, 1,6, 6 , 1,1,2,0 , 1, 1,2, 3

1,0,1,0 , 0, 2,0,3

U span

V span

= − − − −

= −
  

Uנמצא את הבסיס והמימד של  V∩.  
  . נדרג את המטריצהUתחילה נמצא את הבסיס של 

1 2 2

1 3 3 2 3 3

3
3 2

3 1 6 6 3 1 6 6 3 1 6 6

1 1 2 0 0 4 0 6 0 4 0 6

1 1 2 3 0 2 0 3 0 0 0 0

R R R
R R R R R R
− →
− → + →

− − − − − −     
     ≈ − − ≈ − −     
     − −     

  

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
3, 1,6, 6 , 0,2,0,3

1,0,1,0 , 1,1,2,0

U span

V span

= − −

=
  

1יש למצוא סקלרים  2 3 4, , ,a a a a  כך ש( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 43, 1,6, 6 0,2,0,3 1,0,1,0 1,1,2,0a a a a− − + = +  

  נפתור את מערכת המשוואות



1

2

3

4

3 0 1 1 0

1 2 0 1 0

6 0 1 2 0

6 3 0 0 0

a

a

a

a

− −     
    − −     =
    − −
    

−    

  

  נדרג את המטריצה

1 2 2

1 3 3

3 4 41 4 4 2 4 4

3
2
2 2

3 0 1 1 3 0 1 1 3 0 1 1 3 0 1 1

1 2 0 1 0 6 1 4 0 6 1 4 0 6 1 4

6 0 1 2 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

6 3 0 0 0 3 0 2 0 0 1 0 0 0 0 0

R R R
R R R

R R RR R R R R R

+ →
− →

− →+ → − →

− − − − − − − −       
       − − − − − − − −       ≈ ≈ ≈
       − − − − −
       
− − −       

4עבור  4aהמשתנה החופשי הוא  9a 3נקבל  = 2 10, 6, 3a a a= = =  

)הווקטור  ) ( ) ( )3 3, 1,6, 6 6 0,2,0,3 9,9,18,0⋅ − − + ⋅   י המרחבים ואז נמצא בשנ =

( ){ }1,1,2,0U V span∩ =.  

  הערה
W,אם  U מרחבים של מרחב וקטורי -תתV  אזי לא בהכרח שU W∪  תת מרחב שלV .  

  דוגמא
( ){ } ( ){ }1,0 , 0,1U span W span= =.  

( ) ( )0,1 , 1,0 U W∈ )אבל  ∪ ) ( ) ( )0,1 1,0 1,1 U W+ = ∉ ∪.  

  תרגיל 
U,יהיו  W  תת מרחבים שלV הוכח שכל תת מרחב של .V  שמוכל בU W∪  מוכל כולו או בU  או ב
W.  

  פתרון
Uאם  W⊆  אזU W W∪ U. במקרה כזה תת מרחב שמוכל ב = W∪  מוכל בהכרח בW.  
Wאם   U⊆ מרחב מוכל כולו ב  - נקבל שאם תתU W∪  מוכל בהכרח בU.  

Uנניח ש  W W U⊄ ∧ ⊄.  
Uמרחב וקטורי שמוכל ב  Yנניח בשלילה שקיים  W∪  אך לא מוכל כולו בU  ולא מוכל כולו בW.  

Yמכיוון ש  W⊄  נקבל ש\Y W φ≠ 1. נסמן \y Y W∈  מכיוון שY U W⊆ 1yנקבל ש  ∪ U∈  ז"א

1y Y U∈ ∩ .,Y U ים ואז תת מרחבY U∩  1תת מרחב, ולכן קיים איבר נגדי לy  בY U∩  ז"א

1y Y U− ∈ ∩.  

Yמכיוון ש  U⊄  נקבל ש\Y U φ≠ 2. נסמן \y Y U∈  מכיוון שY U W⊆ 2yנקבל ש  ∪ W∈  ז"א

2y Y W∈ ∩ .,Y W  תת מרחבים ואזY W∩  2תת מרחב, ולכן קיים איבר נגדי לy  בY W∩  ז"א

2y Y W− ∈ ∩.  

1 2,y y Y∈  ומכיוון שY  1תת מרחב נקבל ש 2y y Y+ ∈.  

Yנתון ש  U W⊆ 1ולכן  ∪ 2y y U W+ ∈ ∪.  

1אם  2y y U+ 1אז מכיוון ש  ∋ 2y y Y+ 1נקבל ש  ∋ 2y y Y U+ ∈ ∩.  

1yראינו ש  Y U− ∈ Yובנוסף  ∩ U∩ מרחב, ולכן -תת( ) ( )2 1 2 1y y y y Y U= + + − ∈ בסתירה לכך  ∩

2ש  \y Y U∈.  

1אם  2y y W+ 1אז מכיוון ש  ∋ 2y y Y+ 1נקבל ש  ∋ 2y y Y W+ ∈ ∩.  



2yראינו ש  Y W− ∈ Yובנוסף  ∩ W∩ מרחב, ולכן -תת( ) ( )1 1 2 2y y y y Y W= + + − ∈ בסתירה  ∩

1לכך ש  \y Y W∈.  

  מרחבים- סכום של תת
U,מרחב וקטורי, ויהיו  Vיהא  W  תת מרחבים שלV הסכום .U W+  :מוגד ע"י

{ }: ,U W u w u U w W+ = + ∈ ∈.  

  הערה
0אז  Vתת מרחב של  Uמכיוון ש  U∈ אם .w W∈  0אזw w U W= + ∈ וקיבלנו ש  +

W U W⊆ +.  
Uבאותו אופן ניתן להראות ש  U W⊆ +.  

  משפט
U,ויהיו  מרחב וקטורי, Vיהא  W  תת מרחבים שלV אזי .U W+  תת מרחב שלV.  

  הוכחה
  נוכיח שתנאי הקריטריון המקוצר מתקיימים.

vיהי  U W∈ u,ז"א קיים  + U w W∈ vכך ש  ∋ u w= U,. מכיוון ש + W V⊆  נקבל ש,u w V∈ 
vמרחב וקטורי נקבל ש  Vומכיוון ש  u w V= + Uז"א  ∋ W V+ ⊆.  
0vנקבל ש  Vתת מרחב של  Uמכיוון ש  U V∈ ⊆.  

0vנקבל ש  Vתת מרחב של  Wמכיוון ש  W V∈ ⊆.  

0סה"כ נקבל ש  0 0V V V U W V= + ∈ + ⊆.  

1יהיו  2,v v U W∈ αו  + ∈F.  

1v U W∈ 1ז"א  + 1 1v u w= 1כאשר  + 1,u U w W∈ ∈.  

2v U W∈ 2ז"א  + 2 2v u w= 2כאשר  + 2,u U w W∈ ∈.  

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2v v u w u w u u w wα α α α+ = + + + = + + +.  

1מרחב נקבל ש -תת Uמכיוון ש  1u u Uα+ 1תת מרחב נקבל ש  W, מכיוון ש ∋ 2w w Wα+ ∈.  

)סה"כ נקבל ש  ) ( )1 1 1 2u u w w U Wα α+ + + ∈ +.  

  סכום ישר
}אם  }0U W∩ Uר שהסכום , נאמ= W+  ונכתוב הוא ישרU W⊕.  

  משפט
Uהסכום  W+  לכל  ⇔הוא ישרv U W∈ vיש הצגה יחידה בצורה  + u w= u,כאשר  + U w W∈ ∈.  
  הוכחה

vנניח שכל  U W∈ vיש הצגה יחידה בצורה  + u w= u,כאשר  + U w W∈ ∈.  

}מספיק להוכיח ש  }0U W∩ =.  

vיהי  U W∈ 0vמצד אחד  ∩ v= 0כאשר  + ,U v W∈ 0vמצד שני  ∋ v= 0v,כאשר  + U W∈ ∈ ,

}נקבל ש  vמכיוון שישנה הצגה יחידה עבור  }0v =.  

Uנניח שהסכום  W+  .הוא ישר  
vיהי  U W∈ u,ז"א קיימים  + U w W∈ vכך ש  ∋ u w= צריך להראות שסכום כזה הוא יחיד. נניח  +

'גם ש  'v u w= 'כאשר  + , 'u U w W∈ 'אזי  ∋ 'u w u w+ = 'וכך  + 'u u w w− = −.  
,מכיוון ש  'u u U∈  נקבל ש'u u U− ,ומכיוון ש  ∋ 'w w W∈  נקבל ש'w w W− ∈.  



'הראינו ש  'u u w w− = ,'ולכן  − 'u u w w U W− − ∈ Uנתון שהסכום  ∩ W+  הוא ישר ז"א

{ }0U W∩ ,'ואז  = ' ' 0, ' 0u u w w u u w w= = ⇐ − = − =.  

  תרגיל
)יהיו  ){ } ( ){ }1 2 1 2 1 2 1 2, ,..., : ... ; , ,..., : ... 0n n n nU a a a a a a V a a a a a a= = = = = + + + =.  

)כך ש  )1 2, ,..., n
na a a ∈ℝ  

U,תוכיחו בתרגיל בית ש  V  תתי מרחבים שלn
ℝ.  

nהוכח ש  U V= ⊕ℝ.  
  פתרון

}נוכיח תחילה ש  }0U V∩ x. נניח ש = U V∈ ∩.  

xמכיוון ש  U∈  נקבל ש( )1 2, ,..., nx a a a=  1כאשר 2 ... na a a= = )ז"א  = )1 1 1, ,...,x a a a=.  

xמכיוון ש  V∈  1נקבל ש 1 1 1 10 0 ... 0a na a a a= ⇐ = ⇐ + + + )ז"א  = )0,0,...,0x =.  

nנשאר להוכיח ש  U V= +ℝ.  
)יהי  )1 2, ,..., n

na a a ∈ℝ  

1 1 1
1 1 1, ,...,

n n n

i i i

a a a
U

n n n
= = =

 
 
 ∈
 
 
 

∑ ∑ ∑
.  

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 21 ... 1 ... ... 1
, ,...,n n nn a a a a n a a a a n a

V
n n n

− + + + + − + + + + + − 
∈ 

 
  

  הסכום

( ) ( ) ( )1 1 1
1 2 1 2 1 21 1 1

1 ... 1 ... ... 1
, ,..., , ,...,

n n n

n n ni i i

a a a
n a a a a n a a a a n a

n n n n n n
= = =

 
  − + + + + − + + + + + − 
  +  
   
 
 

∑ ∑ ∑

)ותן נ )1 2, ,..., nx a a a=.  

  משפט המימדים
U. אזי ל Vמרחבים ממימד סופי של מרחב וקטורי - תת Wו  Uיהיו  W+  יש מימד סופי ו

( ) ( )dim dim dim dimU W U W U W+ = + − ∩.  

  ההוכח
)נניח ש  )dim ,dim ,dimW n U m U W r= = ∩ =.  

}יהי  }1 2, ,..., rv v v  בסיס שלU W∩  ז"א{ }1 2, ,..., rv v v U⊆  קבוצה בת"ל ולכן אפשר להשלימה לבסיס

} Uשל  }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r m rv v v u u u − .  

{ }1 2, ,..., rv v v W⊆  קבוצה בת"ל ולכן אפשר להשלימה לבסיס שלW { }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r n rv v v w w w − .  

}נסמן  }1 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., , , ,...,r m r n rB v v v u u u w w w− mנשים לב שיש  =− n r+   .Bאיברים בקבוצה  −

Uהוא בסיס של  Bנשאר להוכיח שהקבוצה  W+.  
Uפורש את  Bנראה ש  W+ יהי .v U W∈ vז"א  + u w= u,כאשר  + U w W∈ ∈.  



uמכיוון ש  U∈  ו{ }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r m rv v v u u u נקבל ש  Uבסיס של  −

1 1 2 2 1 1 2 2... ...r r r r m m ru a v a v a v a u a u a u+ + −= + + + + + + +.  

wמכיוון ש  W∈  ו{ }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r n rv v v w w w נקבל ש  Wבסיס של  −

1 1 2 2 1 1 2 2... ...r r r r n n rw b v b v b v b w b w b w+ + −= + + + + + + +.  

( ) ( ) ( )

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

... ...

... ...

... ... ...

r r r r m m r

r r r r n n r

r r r r r m m r r r n n r

u w a v a v a v a u a u a u

b v b v b v b w b w b w

a b v a b v a b v a u a u a u b w b w b w

+ + −

+ + −

+ + − + + −

+ = + + + + + + + +

+ + + + + + + =

= + + + + + + + + + + + + + +

  בת"ל Bנוכיח ש 
1יהי  1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2... ... ... 0r r m r m r n r n ra v a v a v b u b u b u c w c w c w− − − −+ + + + + + + + + + + =.  

  יש להוכיח שכל הסקלרים שווים לאפס.
1נסמן  1 2 2 1 1 2 2... ...r r m r m rv a v a v a v b u b u b u− −= + + + + + + 1ואז  + 1 2 2 ... n r n rv c w c w c w− −= − − − −.  

}מכיוון ש  }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r m rv v v u u u vנקבל ש  Uבסיס של  − U∈ מכיוון ש ,

{ }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r n rv v v w w w }נקבל ש  Wבסיס של  − }1 2, ,..., n rw w w W− vואז  ⊇ W∈  סה"כ קיבלנו

vש  U W∈ ∩.  
}מכיוון ש }1 2, ,..., rv v v  בסיס שלU W∩  1קיימים סקלרים 2, ,..., rd d d  כך ש

1 1 2 2 ... r rv d v d v d v= + + 1ראינו ש  + 1 2 2 ... n r n rv c w c w c w− −= − − −   , ולכן .−

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2... ... 0 ... ...r r n r n r n r n r r rd v d v d v c w c w c w c w c w c w d v d v d v− − − −+ + + + + + + = ⇐ − − − − = + + +

{ }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r n rv v v w w w 1כן בת"ל, ז"א ול Wהוא בסיס של  − 2 ... 0n rc c c −= = = =.  

1מכיוון ש  1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2... ... ... 0r r m r m r n r n ra v a v a v b u b u b u c w c w c w− − − −+ + + + + + + + + + + = 

1וראינו ש  2 ... 0n rc c c −= = = 1נקבל ש  = 1 2 2 1 1 2 2... ... 0r r m r m ra v a v a v b u b u b u− −+ + + + + + + =.  

{ }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r m rv v v u u u ולכן בת"ל,ז"א   Uהוא בסיס של  −

1 2 1 2... ... 0r m ra a a b b b −= = = = = = = =.  

  בת"ל. Bקיבלנו שבהכרח כל הסקלרים הם אפסים, ולכן הקבוצה 
  תרגיל

U,, ויהיו 5מרחב וקטורי ממימד  Vיהא  W בהתאמה. מהן האפשרויות עבור  3,4מרחבים ממימד - תת

( )dim U W∩!הוכח ?  

  פתרון
U,מכיוון ש  W מרחבים של -תתV  נקבל שU W+  תת מרחב שלV  ז"א( )dim dim 5U W V+ ≤ =  

)על פי משפט המימדים  ) ( )dim dim dim dimU W U W U W+ = + −  סה"כ נקבל ש ∩

( ) ( )2 dim 3 4 dim 5U W U W≤ ∩ ⇐ + − ∩ ≤.  

Uמכיוון ש  W∩  תת מרחב שלU  נקבל ש,U W ( )dim dim 3U W U∩ ≤ סה"כ קיבלנו ש  =

( )2 dim 3U W≤ ∩ ≤.  

  
  


