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 3סימלי חשבון אינפיניט

 ℝ𝒏המרחב 

 הציר הממשי

                    𝑥  

 

 נקודה: 

𝑥 

 מרחק: 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| 

 המישור הממשי

 

(𝑥, 𝑦)             

 

 

 

 נקודה: 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) 

 מרחק: 

𝑑(𝑥, 𝑦) = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 

 ב הממשיהמרח

 

 

 

(𝑥,1 , 𝑥2, 𝑥3). 

 נקודה: 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 

 מרחק:
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𝑑(𝑥, 𝑦) = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 + (𝑥3 − 𝑦3)2 

 הגדרה

𝑛, עבור ℝ𝒏קבוצה  ∈ ℕ היא אוסף כל ה ,– 𝑛-.יות הסדורות של מספרים ממשים 

 כלומר:

ℝ𝑛 ≔ {𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) |  ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∶ 𝑥𝑖 ∈ ℝ} 

 :איבר

𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 

 .𝑥𝑖בעלת קואורדינטות  נקודה נקרא

 הגדרה

 של שתי נקודות: חיבורנגדיר 

𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛

. . . .
𝑦 = (𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛

    

 על ידי:

𝑥 + 𝑦 ≔ (𝑥1 + 𝑦1, ⋯ , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) 

 הגדרה

 של נקודה:כפל נגדיר 

𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 

  :בסקלר

𝛼 ∈ ℝ 

 על ידי: 

𝛼 ⋅ 𝑥 ≔ (𝛼 ⋅ 𝑥1, ⋯ , 𝛼 ⋅ 𝑥𝑛) 

 הגדרה

 ווקטורים:הוא אוסף ה ℝ𝑛 -ב  סטנדרטיהבסיס ה
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𝑒1 = (1,0, ⋯ ,0)
. . .

𝑒2 = (0,1,0, ⋯ ,0)
 

⋮ 

𝑒𝑛 = (0, ⋯ ,0,1) 

 כל נקודה:

𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) 

 על ידי: הצגהל ניתנת

𝑥 = 𝑥1 ⋅ 𝑒1 + ⋯ + 𝑥𝑛 ⋅ 𝑒𝑛 

 הגדרה

 שתי נקודות:של  מכפלה סקלרית

𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛

. . . .
𝑦 = (𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛

 

 מוגדרת על ידי: 

𝑥 ⋅ 𝑦 ≔ 𝑥1 ⋅ 𝑦1 + ⋯ + 𝑥𝑛 ⋅ 𝑦𝑛 

 הגדרה

 ( של נקודה:האורך)או הנורמה 

𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 

 מוגדרת על ידי:

||𝑥|| = √𝑥 ⋅ 𝑥 = √𝑥1
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2 

 למה )אי שוויון קושי שוורץ(

,𝑥לכל  𝑦, ∈ ℝ𝑛 :מתקיים 

|𝑥 ⋅ 𝑦| ≤ ||𝑥|| ⋅ ||𝑦|| 

 הוכחה
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𝛼לכל  ∈ ℝ:מתקיים , 

0 ≤ ||𝑥 − 𝛼𝑦||2

. . .

. ≤ (𝑥 − 𝛼𝑦) ⋅ (𝑥 − 𝛼𝑦)

. . .

. ≤ ||𝑥||2 − 2𝛼𝑥𝑦 + 𝛼2||𝑦||2

 

 לכן:

Δ(||𝑥||2 − 2𝛼𝑥𝑦 + 𝛼2||𝑦||2) ≤ 0 

 לכן:

4 ⋅ (𝑥𝑦)2 ≤ 4||𝑥||2||𝑦||2 

 לכן:

|𝑥 ⋅ 𝑦| ≤ ||𝑥|| ⋅ ||𝑦|| 

∎ 

 למה

 ת התכונות הבאות:הנורמה מקיימת א

𝑥 לכל: שליליותאי  .1 ∈ ℝ𝑛: 

||𝑥|| ≥ 0 

 כן:ו

||𝑥|| = 0 ⟺ 𝑥 = 0 

𝑥לכל : כפל בסקלר .2 ∈ ℝ𝑛, 𝛼 ∈ ℝ: 

||𝛼𝑥|| = |𝛼| ⋅ ||𝑥|| 

,𝑥: לכל אי שוויון המשולש .3 𝑦 ∈ ℝ𝑛 : 

||𝑥 + 𝑦|| ≤ ||𝑥|| + ||𝑦|| 

 הוכחה

 .(3)נוכיח את 

 עפ"י אי שוויון קושי שוורץ:
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||𝑥 + 𝑦||2 = (𝑥 + 𝑦) ⋅ (𝑥 + 𝑦)
. . .
. = ||𝑥||2 + 2|𝑥𝑦| + ||𝑦||2

. . .

. ≤ ||𝑥||2 + 2||𝑥|| ⋅ ||𝑦|| + ||𝑦||2

. . .

. ≤ (||𝑥|| + ||𝑦||)2

 

 לכן:

||𝑥 + 𝑦|| ≤ ||𝑥|| + ||𝑦|| 

∎ 

 הגדרה

1לכל  ≤ 𝑝 <  , נגדיר נורמה:∞

||𝑥||𝑝 ≔ √∑|𝑥𝑖|𝑝

𝑛

𝑖=1

𝑝

 

 הגדרה

,𝑥בין שתי נקודות  מרחקנגדיר  𝑦 ∈ ℝ𝑛 :על ידי 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≔ ||𝑥 − 𝑦|| = √∑(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2

𝑛

𝑖=1

 

 הערה

,𝑥לכל  𝑦, 𝑧 ∈ ℝ𝑛: 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑦, 𝑧) 

 תכונה זו של המרחק נקראת אי שוויון המשולש, והיא נובעת מאי שוויון המשולש לנורמה.

 הגדרה

𝑎 יהיו ∈ ℝ𝑛  0 -ו < 𝑟.  

 מוגדר על ידי: 𝑟ורדיוס  𝑎עם מרכז  כדור פתוח
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𝐵(𝑎, 𝑟) ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 | 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝑟} 

 מוגדר על ידי: 𝑟ורדיוס  𝑎עם מרכז  סגורכדור 

𝐵[𝑎, 𝑟] ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 | 𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝑟} 

 הגדרה

,𝑎יהיו  𝑏 ∈ ℝ𝑛 1, כך שלכל ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ,𝑎𝑖 < 𝑏𝑖. 

 :הקבוצההיא  תיבה פתוחה

{𝑥 ∈ ℝ𝑛 | ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∶  𝑎𝑖 < 𝑥𝑖 < 𝑏𝑖} 

 היא הקבוצה: סגורהתיבה 

{𝑥 ∈ ℝ𝑛 | ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ∶  𝑎𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑏𝑖} 

1אם לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ,𝑏𝑖 − 𝑎1 = ℎ קוביה, אז לתיבה קוראים. 
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 ℝ𝒏 -סדרות ב 

 הגדרה

𝑘=1{𝑥𝑘}סדרה 
𝑥𝑘היא התאמה של נקודה  ℝ𝑛 -של נקודות מ  ∞ ∈ ℝ𝑛  לכל מספר𝑘 ∈ ℕ. 

 הגדרה

𝑘=1{𝑥𝑘}סדרה 
𝑎 גבולמתכנסת ל ℝ𝑛 -של נקודות מ  ∞ ∈ ℝ𝑛 0, אם לכל < 𝜀 קיים ,𝑁 ∈ ℕ,  כך

𝑁שלכל  ≤ 𝑘 ∈ ℕ, :מתקיים 

𝑑(𝑥𝑘, 𝑎) < 𝜀 

𝑘=1{𝑥𝑘} ל הסדרהגבוקוראים  𝑎 –במקרה זה, ל 
 , ומסמנים: ∞

𝑎 ≔ lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 

 משפט

𝑥𝑘} סדרת הנקודות = (𝑥1
𝑘 , ⋯ , 𝑥𝑛

𝑘)}
𝑘=1

∞
𝑎מתכנסת לנקודה   = (𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛)  אם ורק אם לכל

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛: 

lim
𝑘→∞

𝑥𝑖
𝑘 = 𝑎𝑖 

 הוכחה

 ⟸  

 נניח כי:

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑎 

𝑥לכל  ∈ ℝ𝑛 1, לכל ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 מתקיים: 

|𝑥𝑖| ≤ ||𝑥|| 

1לכן, לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 0, לכל < 𝜀 קיים ,𝑁 ∈ ℕ כך שלכל ,𝑁 ≤ 𝑘 ∈ ℕ:מתקיים , 

|𝑥𝑖
𝑘 − 𝑎𝑖| ≤ ||𝑥𝑘 − 𝑎||

. . .

. < 𝜀

 

1לכן, לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛: 
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lim
𝑘→∞

𝑥𝑖
𝑘 = 𝑎𝑖 

 ⟹  

1לכל  נניח כי ≤ 𝑖 ≤ 𝑛: 

lim
𝑘→∞

𝑥𝑖
𝑘 = 𝑎𝑖 

0לכן, לכל  < 𝜀,  1לכל ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 קיים ,𝑁𝑖 ∈ ℕ כל שלכל ,𝑁𝑖 ≤ 𝑘 ∈ ℕ:מתקיים , 

|𝑥𝑖
𝑘 − 𝑎𝑖| <

𝜀

√𝑛
 

 נגדיר:

𝑁 ≔ max
1≤𝑖≤𝑛

𝑁𝑖 

𝑁לכן, לכל  ≤ 𝑘 ∈ ℕ:מתקיים , 

𝑑(𝑥𝑘, 𝑎) = √∑(𝑥𝑖
𝑘 − 𝑎𝑖)

2
𝑛

𝑖=1

. . .

. < √∑
𝜀2

𝑛

𝑛

𝑖=1

. . .

. < 𝜀

 

 לכן:

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑎 

∎ 

 הגדרה

0אם קיים  סדרה חסומהנקראת  {𝑥𝑘}סדרה  < 𝑀 ∈ ℝ כך שלכל ,𝑘 ∈ ℕ: 

||𝑥𝑘|| ≤ 𝑀 
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 הגדרה

0אם לכל  סדרת קושינקראת  {𝑥𝑘}סדרה  < 𝜀 קיים ,𝑁 ∈ ℕ , כל שלכל𝑁 ≤ 𝑘, 𝑚 ∈ ℕ ,

 מתקיים:

𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑚) < 𝜀 

 משפט

 מתכנסת, אז היא חסומה.אם סדרה 

 משפט

 מתכנסת אם ורק אם היא סדרת קושי.סדרה 

𝑛הוכחות שני המשפטים נובעות מהמשפט האחרון ומהמשפטים הדומים עבור  = 1. 

 (משפט )בולצאנו ויירשטרס

 קיימת תת סדרה מתכנסת.לכל סדרה חסומה 

 הוכחה

 נוכיח באינדוקציה.

𝑛בסיס:  = 1 

 .1עפ"י משפט בולצאנו ויירשטרס לסדרות של מספרים ממשיים מהקורס חשבון אינפיניטסימלי 

𝑛צעד:  > 1 

𝑛נניח נכונות הטענה עבור  −  .𝑛, ונוכיח נכונות הטענה עבור 1

 סדרה חסומה.  {𝑥𝑘}תהי 

 נרשום: 

𝑥𝑘 = (𝑥𝑘
1, 𝑥𝑘

2) 

 כאשר: 

𝑥𝑘
1 ∈ ℝ
. . .

𝑥𝑘
2 ∈ ℝ𝑛−1

 

𝑛עפ"י המשפט עבור  = 𝑥𝑘}לסדרה החסומה , 1
𝑥𝑘𝑖}קיימת תת סדרה מתכנסת  {1

1 } . 
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𝑥𝑘𝑖}נתבונן בסדרה 

2 }. 

𝑛עפ"י המשפט עבור  − 𝑥𝑘𝑖}, לסדרה החסומה 1

2 𝑥𝑘𝑖𝑗}קיימת תת סדרה מתכנסת  {

2 }. 

𝑥𝑘𝑖𝑗} הסדרה כמו כן,

1  מתכנסת )כתת סדרה של סדרה מתכנסת(. {

𝑥𝑘𝑖𝑗}באופן דומה להוכחת הכיוון השני במשפט הקודם, נקבל כי תת הסדרה 
 {𝑥𝑘}של הסדרה  {

 מתכנסת.

∎ 


