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 פונקציות אינטגרביליות

 וקיצורים סימונים

𝑓  פונקציה חסומה בקטע[𝑎, 𝑏]. 

𝑃: 𝑥0 < ⋯ < 𝑥𝑘  חלוקה של הקטע[𝑎, 𝑏]. 

1לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘: 

𝛽𝑖 = sup 𝑓(𝑥)
𝑥∈[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖]

    ,     𝛼𝑖 = inf 𝑓(𝑥)
𝑥∈[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖]

 

𝑠̅(𝑃) ≔ ∑ Δ𝑖 ⋅ 𝛽𝑖

𝑘

𝑖=1

     ,     𝑠(𝑃) ≔ ∑ Δ𝑖 ⋅ 𝛼𝑖

𝑘

𝑖=1

 

𝜔𝑖 ≔ 𝛽𝑖 − 𝛼𝑖 

⇓ 

𝑠̅(𝑃) − 𝑠(𝑃) = ∑ Δ𝑖 ⋅ (𝛽𝑖 − 𝛼𝑖) 

𝑘

𝑖=1

= ∑ Δ𝑖 ⋅ 𝜔𝑖

𝑘

𝑖=1

 

 קריטריון רימן לאינטגרביליות

 התכונות הבאות שקולות:

1. 𝑓  אינטגרבילית לפי רימן בקטע[𝑎, 𝑏]. 

2. 𝑓  חסומה בקטע[𝑎, 𝑏]   ו- lim𝜆(𝑃)→0 𝑠̅(𝑃) − 𝑠(𝑃) = 0. 

3. 𝑓  חסומה בקטע[𝑎, 𝑏] קיימת סדרת חלוקות ו𝑃𝑛  עם𝜆(𝑃𝑛) → כך ש:  0

lim𝑛→∞ 𝑠̅(𝑃) − 𝑠(𝑃) = 0. 

 מסקנה

,𝑎]רציפה בקטע  𝑓אם  𝑏].אז היא אינטגרבילית שם , 

 הוכחה

𝑓 ה שווה שם.רציפה בקטע סגור, לכן היא רציפה במיד 

0יהי  < 𝜀. 

0ניקח  < 𝛿  כך שלכל𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]  :כך ש|𝑥 − 𝑦| < 𝛿 :מתקיים ,|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 𝜀. 
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𝜆(𝑃)נניח  < 𝛿. 

1לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 אורך הקטע ,𝛿 > [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]. 

𝑥𝑖−1לכן, לכל  ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑥𝑖 :|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 𝜀. 

𝑓  רציפה בקטע[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]בנקודה פ"י משפט ויירשטרס מקבלת מקסימום, לכן ע( 𝑐1 )ומינימום 

 אז: שם.( 𝑐0 )בנקודה

𝜔𝑖 = 𝛽𝑖 − 𝛼𝑖 = 𝑓(𝑐1) − 𝑓(𝑐0) < 𝜀 

⇓ 

∑ Δ𝑖 ⋅ 𝜔𝑖

𝑛

𝑖=1

< ∑ Δ𝑖 ⋅ 𝜀

𝑛

𝑖=1

= 𝜀 ⋅ ∑ Δ𝑖

𝑛

𝑖=1

= (𝑏 − 𝑎) ⋅ 𝜀 

 ( בקריטריון רימן.2לכן, מתקיים התנאי )

0בהנתן  פורמלית, < 𝜀 נתחיל עם ,𝜀̃ ≔
𝜀

𝑏−𝑎
 , ואז:

∑ Δ𝑖 ⋅ 𝜔𝑖

𝑛

𝑖=1

< (𝑏 − 𝑎) ⋅ 𝜀̃ = 𝜀 

∎ 

 מסקנה

,𝑎]פונקציה מונוטונית בקטע  𝑓תהי  𝑏] אזי .𝑓 .אינטגרבילית שם 

 הוכחה

 נוכיח עבור פונקציה עולה )במובן החלש(. ההוכחה עבור המקרה השני דומה.

 חלוקה. 𝑃תהי 

 ה. הרי:חסומ 𝑓תחילה, 

∀𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 ∶ 𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ (𝑏) 

 אז:

∑ Δ𝑖 ⋅ 𝜔𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑ Δ𝑖 ⋅ (𝛽𝑖 − 𝛼𝑖)

𝑛

𝑖=1
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 הפונקציה עולה, לכן:

∑ Δ𝑖 ⋅ 𝜔𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ ∑ 𝜆(𝑃) ⋅ (𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1))

𝑛

𝑖=1

= 𝜆(𝑃) ⋅ (𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)) 

 לכן:

𝜆(𝑃) → 0 

⇓ 

∑ Δ𝑖 ⋅ 𝜔𝑖

𝑛

𝑖=1

→ 0 
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 כיסויים פתוחים וקבוצות אפסיות

 הגדרה

𝐴של קבוצה  כיסוי פתוח ⊆ ℝ  הוא אוסף קטעים{(𝑎𝛼, 𝑏𝛼): 𝛼 ∈ 𝐼}  שאיחודם מכיל את𝐴: 

𝐴 ⊆ ⋃(𝑎𝛼, 𝑏𝛼)

𝛼∈𝐼

 

 דוגמה

{(𝑥 − 1, 𝑥 + 1): 𝑥 ∈ ℝ}  כיסוי פתוח שלℝ:שכן , 

ℝ ⊆ ⋃(𝑥 − 1, 𝑥 + 1)

𝑥∈ℝ

 

 הגדרה

𝐴של כיסוי פתוח של  תת כיסוי סופי ⊆ ℝ ,{(𝑎𝛼, 𝑏𝛼): 𝛼 ∈ 𝐼} הוא מספר סופי של קטעים ,

𝑎𝛼1), כלומר קטעים 𝐴מהכיסוי המכסה את 
, 𝑏𝛼1

), ⋯ , (𝑎𝛼𝑘
, 𝑏𝛼𝑘

𝑘, עבור ( ∈ ℕ  ו- 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑘 

 כך ש:

𝐴 ⊆ ⋃(𝑎𝛼𝑖
, 𝑏𝛼𝑖

)

𝑘

𝑖=1

 

 ערהה

 תת כיסוי סופי. אין ℝל של "הנלכיסוי 

 (היינה בורל)משפט 

,𝑎] סגור כיסוי פתוח של קטעכל ל 𝑏] .יש תת כיסוי סופי 

 וכחהה

,𝑎] לקטע{ :נגדיר 𝑥]  יש תת כיסוי סופי𝜙 ≠ 𝐴 ≔ {𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  וחסומה מלעיל ∶

𝑎ניקח קטע  הרי, ∈ (𝑎𝛼, 𝑏𝛼) .אז: 𝑎 < 𝑥 < 𝑏𝛼 ואז ,[𝑎, 𝑥] ⊆ (𝑎𝛼, 𝑏𝛼) לכן ,𝑥 ∈ 𝐴. 

𝑥לכל  ,בנוסף ∈ 𝐴: 𝑥 ≤ 𝑏. 

𝑏0 :לכן ≔ sup 𝐴 ≤ 𝑏 .קיים 

𝑏0כי נניח  < 𝑏. 
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𝑏0קטע יקח נ ∈ (𝑎𝛼, 𝑏𝛼). 

𝑎𝛼 < 𝑏0 = sup 𝐴,  לכן קיים𝑎0 < 𝑥 ∈ 𝐴 . 

𝑥 ∈ 𝐴,  לכן קיים תת כיסוי סופי לקטע[𝑎, 𝑥]. 

𝑏0נקבע  < 𝑐 < 𝑏𝛼,הוספת הקטע  . אז(𝑎𝛼, 𝑏𝛼)  לתת הכיסוי הסופי של[𝑎, 𝑥]  נותנת תת כיסוי

,𝑎]סופי של  𝑐]לכן ,: sup 𝐴 = 𝑏0 < 𝑐 ∈ 𝐴. תירה.ס 

𝑏0לכן  = 𝑏. 

=)𝑏0הקודם מראה שאם ניקח קטע המכיל את הטיעון  𝑏),  וניקח𝐴 ∋ 𝑥 < 𝑏0  ל בקטע, אז- 

[𝑎, 𝑥] ויחד עם הקטע שלקחנו עבור , י סופייש תת כיסו𝑏,  נכסה את[𝑎, 𝑏]. 

∎ 

 הגדרה

𝐴קבוצה  ⊆ ℝ 0לכל  אם (אפסממידה או )אפסית א יה < 𝜀 סופי או בן מניה, יש כיסוי פתוח: 

𝐴 ⊆ ⋃(𝑎𝑛, 𝑏𝑛)

𝑛

 

 :לומרכ .𝜀קטן  אורכיהםסכום י קטעים ש"ע

∑(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛)

𝑛

< 𝜀 

 דוגמה

{𝑥}  שכןאפסיתקבוצה ,: {𝑥} ⊆ (𝑥 −
𝜀

4
, 𝑥 +

𝜀

4
). 

 דוגמה

ℚ ,כל קבוצה בת מניה היא אפסית. קבוצה אפסית. למעשה 

 הוכחה

𝑋נכתוב  = {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}. 

0יהי  < 𝜀. 

𝑛לכל  ∈ ℕ,  ניקח קטע באורך
𝜀

2𝑛+1  המכיל את𝑥𝑛. 
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 :אורכי הקטעים כולו הואסכום 

∑
𝜀

2𝑛+1

𝑛

= 𝜀 ⋅ ∑
1

2𝑛+1

𝑛

=
𝜀

2
 

 הערה

 .(קבוצת קנטור הרא)קבוצות אפסיות מעוצמת הרצף יש 

 למה

 מניה של קבוצות אפסיות הוא אפסי.של מספר בן איחוד 

𝐴 = ∑ 𝐴𝑛

𝑛∈ℕ

 

 וכחהה

0יהי  < 𝜀. 

𝑛נקבע  ∈ ℕ.  לקבוצה𝐴𝑛 י קטעים שסכום אורכיהם קטן מ "יש כיסוי פתוח ע- 
𝜀

2𝑛+1. 

 -קטן מ סכום אורכי הקטעים כולם  אז,
𝜀

2
: 

∑
𝜀

2𝑛+1

𝑛

<
𝜀

2
 

קבוצה בת מניה של קטעים  כ"איחוד בן מניה של קבוצות בנות מניה של קטעים, ובסהקיבלנו 

,𝑎1) :בסדר כלשהוסדרם נ פתוחים. 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2), ⋯. 

𝑛לכל  אז, ∈ ℕ: 

∑(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛)

∞

𝑛=1

⟵ ∑(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)

𝑛

𝑘=1

≤ ∑
𝜀

2𝑛+1

∞

𝑛=1

 

∎ 

https://he.wikipedia.org/wiki/%D7%A7%D7%91%D7%95%D7%A6%D7%AA_%D7%A7%D7%A0%D7%98%D7%95%D7%A8

